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Resumen

En este trabajo construimos el universo de Goédel L mediante funciones primitivo
recursivas y estudiamos algunas de sus propiedades, como la consistencia de V = L
con ZFE, igualmente con HGC. Demostramos el Lema de Estabilidad para funciones
primitivo recursivas, el cual nos permite probar el lema de Condensacién en la jerarquia
(Ly : @ € On). Ademas, el universo de Godel permite construir una semimorass la cual
es un sistema sofisticado de indices que implica el conocido principio combinatorio <.
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Capitulo 1

Introduccion

No es una exageracion sugerir que después de que Godel introdujo su modelo L, la
mayor parte del estudio de este modelo se debe a una sola persona, Ronald B. Jensen.
Los resultados de Jensen en los afios 60 y 70 del siglo XX muestran que la mayoria
de los problemas que son independientes de ZFE, se resuelven suponiendo V = L.
Estos incluyen el problema de Souslin, la hipétesis de Kurepa, relaciones de particion,
el problema de los dos cardinales, etcétera.

No se afirma que cualquier problema en teoria de conjuntos tiene soluciénen V = L,
sino que en cierto sentido informal, todo problema natural en teoria de conjuntos se
puede decidir con la hipétesis adicional de que todo conjunto es construible.

El universo construible de Godel L ha servido no solo para demostrar la consisten-
cia del axioma de eleccién y la hipétesis generalizada del continuo (HGC) con la teoria
de conjuntos usual ZF, sino como una fuente inagotable de principios combinatorios:
el diamante <}, cuadro Oy, diversos principios de prediccién, etc. Jensen construyé
otros principios combinatorios méds complejos conocidos como morasses, especifica-
mente (x,y)-morasses, que a grandes rasgos se pueden describir como un sistema so-
tisticado de indices y limites directos.

Para demostrar la existencia de tales estructuras en L, debemos apelar a la teoria de
estructura fina de L (vedse [Jen72]). En si mismas, las morasses representan un reto al
tratar de emplearlas para resolver un problema concreto; més si uno pretende interio-
rizarse en su construccion.

Existen estructuras mds sencillas conocidas como semimorasses que nos permiten
demostrar hechos no triviales; incluso algunos de los principios antes mencionados y
cuya construccién no requiere la sostificada teoria de estructura fina.

En esta tesis presentamos una construccién de una semimorass en L y damos como
aplicacién de la misma, la validez de <! en L, principio que generaliza al <).

Para lograr esto primero construimos formalmente L mediante funciones de con-
junto primitivo recursivas (p.r.). En particular, demostraremos el poderoso lema de es-
tabilidad que permite caracterizar a las funciones p.r. como X;-funciones y con el cual
podemos dar una demostracién completa del lema de condensacién en L. Vale la pe-
na mencionar que tal demostracion, en L, se haya ausente en la literatura, pues hasta
ahora las existentes estaban incompletas: la de [Dev73] utiliza que las funciones primi-
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6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

tivo recursivas son X hecho que no demuestra, mientras que [Dev84] utiliza una teoria
incorrecta (véase [St87] para una descripcion de este problema).

En seguida construimos con todo detalle la semimorass en L sin recurrir a la teoria
de estructura fina, sélo al lema de condesacion.

Definimos diversas equivalencias o consecuencias de las variaciones del diamante
¢ hasta probar la existencia de &P en L auxiliados de una semimorass.

En el capitulo I se dan una serie de definiciones y conceptos que maés adelante usa-
remos. En el capitulo II construimos a L de una manera intuitiva, lo que nos permite
demostrar que en L se cumple el axioma de eleccién; sin embargo esta construccién no
suficiente para demostrar el lema de condensacién, y en consecuencia la prueba de la
HGC no estd completa. En el capitulo III construimos L de una manera muy formal,
aunque poco intuitiva, mediante funciones primitivo recursivas; esto permite demos-
trar el lema de estabilidad que tiene como consecuencia el lema de condesacién comple-
tando la prueba de la HGC. Por ultimo, en el capitulo IV construimos una semimorass
en L, y demostramos que la semimorass implica el principio <. Es importante notar
que para construir una sucesién <! en la semimorass, no sélo se utilizan condiciones
propias de la semimorass sino que se emplea en forma decidida la construccién de la
semimorass. Esto nos dice que a veces es importante tener en cuenta la construccién de
la semimorass, y no s6lo sus propiedades.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se daran definiciones, lemas y teoremas que serdn usados a lo largo
de este trabajo.

2.1. Estructuras

Una estructura consiste en un universo M, dentro del cudl se interpretan relaciones
y funciones; para su definicién formal es necesario primero introducir la nocién de
lenguaje de primer orden.

Definicién 1. Un lenguaje de primer orden consiste en:

i) Simbolos 16gicos:
s Los conectivos A, V, =, —, <+, llamados “y”, “0”, "no”, “implica”, y "si y
sOlo si” respectivamente.
» Los cuantificadores V, 3, llamados “para todo” y “existe” respectivamente.

= y una coleccién infinita de variables indexada por los ntimeros naturales,
00,01...

» Los paréntesis ),(.

» Fl simbolo =.

ii) Un conjunto £ conf,orrnado por tres' conjuntos ajenos Leunciéns Lrelacién V Leonstanter
que constan de simbolos de funciones, relaciones y constantes respectivamente, y

iii) Una funcién valencia: £ — w.
Definicién 2. Un término es definido como sigue:
i) Una variable es un término

ii) Una constante es un término
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iii) Si f es un simbolo de m-funcién y ty, ..., t, son términos, entonces f(t1,...,t,) es
un término.

iv) tes un término si y sélo si se obtiene de la aplicacion finita de 1,2 y 3.
Definicién 3. Una férmula se define como sigue:
i) Sity y ty son términos, entonces f; = t; es una férmula.

ii) Si R es un simbolo de relaciony fy, ..., t son términos, entonces R(t4, ..., ;) es una
féormula.

iii) Si ¢ es una férmula, entonces —¢ es una férmula.
iv) Si ¢1 y ¢ son féormulas, también lo son ¢1 A ¢, 1V ¢2, 1 — P2, P1 < ¢2.
v) Siv; es una variable y ¢ es una férmula entonces (3v;)¢ y (Vv;)¢$ son férmulas.

vi) ¢ es una férmula si y sélo si se obtiene de la aplicacién finita de (i), (ii), (iii), (iv) y

(V).
Definicién 4. Una subférmula de una férmula ¢ se define como sigue:
i) ¢ es subférmula de ¢
ii) Si () es una subférmula de ¢, también lo es i

iii) Si cualquiera de (1 A ¢n), (¥1 V ¢2), (Y1 — ¥2), (Y1 <> P2), son subférmulas de ¢
entonces también lo son ¥ y 1.

iv) Si (Jv;)p o (Vv;)y es una subférmula de ¢ para algtin nimero natural 7, entonces
lo es también .

v) 1 es una subférmula de ¢ si y s6lo si se obtiene de la aplicacién finita de (i), (ii), (iii)
y (iv).

Definicién 5. Una variable v; es llamada acotada en una férmula ¢ si y sélo si para
alguna subférmula ¢ de ¢ se tiene que (Jv;)P o (Vv;)P es una subférmula de ¢. En este
caso cada ocurrencia de v; en ¢ es llamada ocurrencia acotada de v;. Cuando v; no es
acotada en ¢ decimos que es libre.

Definicién 6. Una estructura M de primer orden con un lenguaje £ consiste en un par:
i) Un conjunto M, llamado el dominio; y
ii) Una funcién, llamada la interpretacion de £ que asigna:

a) A cadasimbolo de relacién en £ una relacién RM C M" donde n = valencia(R)
la cudl es llamada la interpretaciéon de R en M;
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b) Para cada simbolo de funcién f € £ una relaciéon fM C M" donde n =
valencia(f) la cudl es llamada la interpretacién de f en M;

¢) Para cada simbolo de constante ¢ € £ una relacion c™ € M donde la cuél es
llamada la interpretacién de c en M;y

escribimos M = (M, F,R,C) donde M, F, R, C son el conjunto dominio, el de funcio-
nes, el de relaciones, y por tltimo el de constantes respectivamente. Una subestructura
N de M es un subconjunto de M, tal que el mismo es una estructura.

Si M = (M, F,R,C) es una estuctura del lenguaje £, dado un subconjunto A de M
siempre se puede formar la estuctura generada por A, esta es la mds pequena subes-
tructura que contiene a A.

Definicién 7. Sean M y A dos estructuras con el mismo lenguaje £.Sea F : M — N
una funcién inyectiva decimos que F es un encaje de M en N si:

i) fV(F(@)) = F(fM(@)) para toda funcién f € Ly para toda @ compuesta por ele-
mentos de M;

ii) F(@) € RN < @ € RM para toda relacién R € £ y para toda n-ada @ de elementos
de M

Si ademés se tiene M |= ¢(d) <+ N |= ¢(F(d)) para toda férmula ¢, decimos que
F es un encaje elemental y escribimos M =< N. Si F es sobre, se dice que M, y N son
isomorfas.

Decimos que M es encaje elemental de NV, y escribimos M < N,siM C Ny f es
la identidad.

Definicién 8. Un conjunto de enunciados T es consistente si existe una estructura M
tal que M |= T, esto es, M |= ¢ para todo ¢ € T. El conjunto de enunciados T es
llamado una teoria.

Para probar que M =< N se requiere verificar que cualquier férmula ¢ es verdadera
en M siy s6lo si es verdadero en NV. En algunos casos esto puede ser probado por in-
duccioén sobre la complejidad de ¢, sin embargo la induccién requiere la verificacién de
varios casos; el criterio de Tarski-Vaught dice que solamente uno de esos es necesario.

Teorema 9 (El criterio Tarski-Vaught). Sea M una subsestructura de N'. Los siguientes son
equivalentes:

a) M XNy
b) Para toda M-férmula ¢(x) tal que N' = Ix¢p(x), existe a € M tal que M = ¢(a).

Demostracion. vease [Dev73] [
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Dado A C N se construird un modelo M tal que A C M C N. Queremos asegurar
M = ¢ para todo enunciado ¢ de N con parametros en M. Esto parece excluir la
posibilidad de una construccion directa por la razén de que no se puede evaluar la
verdad de M cuando M no se ha construido atin. Afortunadamente, el Teorema de
Lowenhein-Skolem remplaza esto con un simple requerimiento: toda férmula en M
consistente en N\ es satisfecha por algunos elementos de M. Esto no hace alusién a la
verdad de M, sélo a la verdad en N

Teorema 10 (Lowenhein-Skolem). Sean N una estructura infinitay A C N. Entonces existe
M tal gue |M| = max{A, N} y A C M < N.

Demostracion. Veéase [Dev73] O

2.2. Absolutez

Definicién 11. Las férmulas Xy-férmulas de LTC son definidas como sigue:

l.xeyx=y ~(x=y),~(x € y) son Zyg-férmulas para cualesquiera variables x y
y.

2. Si @, ¢ son Xy-féormulas, también lo son ¢ A ¢, ¢ V ¢, Vx € y¢ y 3x € y¢ (donde
x,y son variables distintas.

3. Ninguna otra es una Xy-férmula.
Lema 12. Si ¢ es una Xo-formula, entonces —¢ es logicamente equivalente a una Xo-férmula.

Demostracién. Por induccion sobre ¢.

Caso 1. ¢ es cualquiera de estas cuatro féormulas: ¢(x,y) = x € y,¢(x,y) = x =
v, p(xy) =-(xey)d(x,y) = -(x =y).

Supongamos que ¢(x,y) = x € y entonces ~¢(x,y) = —(x € y) es Xy por defini-
cion.

Si¢p(x,y) = =(x € y) entonces =¢p(x,y) = =—~(x € y) = x € yla cudl es Xy por
definicién.

Anélogamente parax =y y ~(x = y).

Caso 2. Supongamos que ¢ = ¢ AP, ¢ = ¢V P, ¢ = Vx € yp = Ix € u son
térmulas Xy; veamos que sus negaciones son equivalentes a una férmula Xy:

» (@ AY) = -9V donde —¢, ¢ son Xy por hipétesis de induccion.

= —l(.q) V) = -9 A —p donde nuevamente —¢@, —1p son Xy por hipétesis de indu-
ccion.

» ~(Vx € yyp) = Ix € y—1p, y por hipbtesis de induccién —1p es Xy por hipédtesis de
induccion.
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» —(Ix € yP) = Vx € y—¢, y por hipétesis de induccion —ip es X por hipétesis de
induccioén.

Lo que concluye la demostracion.
O

Lema 13. Si ¢p(x1,...,x,) es una Xo formula y Uy y Uy son clases transitivas tales que Uy C
U, entonces para todo ay, ..., a, € Uj

(Up, €) = ¢ar,... an) < (Uz, €) = Pplar,..., an)
Decimos que ¢ es absoluta entre U; y Uy.

Demostracion. La demostracion es por induccién en la construccién en la férmula.

Caso 1. ¢(x,y) = x € yo ¢ = x = y. Supongamos que ¢(x,y) = x = y, Sean
ay,a; € Uy tal que (U, €) = a1 = ap y supongamos que (Up, €) & a; = ap, entonces:
(Up,€) | —(a1 = ap) es decir (Up, €) = 3z[(z € a1) ANz & ap)] pero como U es
transitivo se tiene z € Uy, por lo tanto,(Uy, €) |= Jz(z € a1 Az & ay) es decir (Uj, €) =
—(a1 = a) una contradiccién, por lo tanto (Uy, €) = a1 = ay.

Ahora supongamos que (U, €) = a1 = ay y (Uy, €) = a3 = ay. Repitiendo el
argumento anterior intercambiando los papeles de U; y U; se llega a una contradiccion.
Con lo que concluimos:

(U, €) Far=ay < (Ua, €) = (a1 = a2)

Anédlogamente para la pertenencia.

Caso 2. Supongamos que se cumple para ¢, . Supongamos (U, €) = ¢ A ¢ por lo
tanto (U, €) = ¢ y(Uy, €) = ¢ por hipétesis de induccion (U, €) = ¢y (Up, €) E ¢
por lo que (U, €) = ¢ A ¢p. El mismo argumento para la otra implicacion.

Caso 3. Supongamos cierta la afirmacion para ¢ y (Up, €) = Vx € b ¢, entonces
para todo x € by b € Uj se cumple (U, €) = 1, por hipétesis de induccién tenemos
(U, €) = ¢ parax € b. Como b € Uy y Uj es transitivo (Uj, €) = Vx € by. Para la
otra implicacion si (Uy, €) |= Vx € by, sabiendo que U; C Uy, por lo tanto b € U, pero
como U, es transitivo entonces si x € b, entonces x € Uy, tenemos que (U, €) = Vx €
byp. Andlogamente para ¢ = Jxip.

U

Definicién 14. Las X;-férmulas de LTC son definidas como sigue:

1. x ey, x=y,~(x €y), 7(x = y) son X;-férmulas para cualesquiera variables x y
y.

2. Si @, ¢ son Xj-férmulas, también lo son ¢ A, ¢ V ¢, Vx € yy, Ix € yy y Ixy
(donde x, y son variables distintas).

3. Ninguna otra es X;-férmula.

Analogamente definimos las I1;-férmulas:
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l.xey x=y, ~(x €y), ~(x =y) son II;-férmulas para cualesquiera variables x

Yy

2. Si @, ¢ son I11-férmulas, también lo son ¢ Ay, @ V ¢, Vx € y¢p, Ix € y¢ y Vxy¢p
(donde x, y son variables distintas).

3. Ninguna otra es II;-férmula.

Lema 15. Si ¢(x1,...,%x,) es una Xq-formula y Uy y U, son clases transitivas con Uy C Uy,
entonces para toda ay, . . ., a, € Uj ocurre:

<U1,€> IZ 47((11,...,L1n) — <UQ,E> ‘: 4)(111,. . .,an).

(es decir ¢ se preserva hacia arriba o es absoluta hacia arriba entre Uy y Up.)

Demostracién. La demostracion es por induccién en la construccion de la férmula.

Las formulas ¢(x,y) = x =y, dp(x,y) = ~(x =y),p=x €y, ¢ = ~(x €y),$p =
PAY, ¢ =Vx € yp, ¢ = Ix € yy han sido probadas en el lema anterior.

Ahora consideremos el caso ¢ = Jxi, supongamos la afirmacién cierta para ¢ y
que (Uy, €) = Jxyp(x), existe a € Uj tal que (Uy, €) = ¢(a) debido a que a € U,
pues Uy C U, y por hipétesis de induccion (Up, €) = ¢(a), es decir existe a tal que
(U, €) E ¥(x), lo que quiere decir que (U, €) = Ixyp(x), que es lo que queriamos
probar.

U

Llamaremos a las colecciones de la forma {x|¢(x)}, donde ¢ es una férmula de LTC,
término clase. Observemos que todo conjunto es un término clase pues a = {x : x €
a} en este caso ¢(x) = x € a. Debemos tener cuidado en su uso, pues no podemos
cuantificar sobre ellos, pero si podemos trasladar algunas operaciones de conjuntos a
los términos clases, por ejemplo, si Uy = {x|¢p(x)} y Ux = {x|p(x)}, entonces:

Ur N Uz = {x[@(x) A p(x)}
Uy Ul = {x|¢p(x) V §(x)}
Uy x Uy = {x[3y(y = {s,t) A p(s) Np(t)}
y asi susesivamente. x € Uj significa ¢(x) y Uy C U, significa Vx(¢(x) — p(x)).
Si F, U;, Uy son clases con la propiedad F C Uy x Up y Vx € Up3ly € Ux(x,y) € F,
entonces F también es un término clase, y escribimos F(x) = y para abreviar (x,y) € F.
También escribimos F : U; — U, aunque F no sea una funcién, pues U; no es un

conjunto.
V es un término clase pues, V = {x|x = x}.

Definicién 16. 1. Una férmula ¢(x) es llamada X3T (respectivamente X7 si existe
una Xy (o Xi-férmula) ¢(x) tal que ZF- Vx(¢p(x) <> ¢(x)).

2. Una férmula ¢ es llamada A% si ¢ y —¢ € ZZF.
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3. Supongan € wy F: V' — V es un término clase. Entonces F es llamado A% si
la formula definida por F(x1 ..., %n) = x,41 es AZE.

Observemos que X{!-formula es AZF por lema 12.
Observemos que s6lo necesitamos vericar que ¢ es ZZf en la parte (3) de la anterior
definicién es £ZF ya que —¢ tdmbien es XZF:

ZFENx1, .o X0, Xp1 (0 (x1, oo X0, X1) < y(P(x1, -0, X, Xp1) A DY = Xp41))

Teorema 17. Suponga ¢(x1,...,x,) es ASE, Uy C Uy son clases transitivas y (U;, €) =ZF
(i=1,2). Entonces para todo ay, . . ., a, € Uj se tiene

<U1, E) |: gb(ﬂl, .. .,lln) 4 <U2, €> |: gb(&ll, .. .,an)
(es decir ¢ es ZF-absoluta).

Demostracion. Supongamos (U, €) = ¢(ay,...,a,). Sea ¢(x1,...,x,) una Xq-féormula
tal que ZFF Vx(¢(x) <> ¢(x)), entonces (Uy, €) = ¢p(ay,...,a,) — (Ui, €) = @(ay, ..., a,)
ya que (Uj, €) =ZF (Up, €) = ¢(ay,...,a,) por el lema 15, por lo que (U, €) =
$(ai, ..., a,) yaque (Up, €) =ZE

Para la otra implicacién suponemos (U, €) = ¢(ay,...,a,). Sea x(x1,...,x,) una
X -féormula tal que ZF- Vx(¢(x) <> x(x)), y supongamos que (U €) = ¢(ay, ..., an).
Como (U;) = ZF, entonces:

<u1/ E) |: _\47(611, L /an)

(Uy, €) = —xl(ay, ..., an)

Pues (U; €) es modelo de ZF, y como x es A%%, en particular es Z#f y su negacion
también es leF , aplicando el lema 15 tenemos que:

(Uy, €) = ~x(ay,... an)

Como (U, €) también es modelo de ZF, se tiene:

<U1, €> |: _'(P(al/ L /an)

Lo cudl es una contradiccién.

Teorema 18. Las siguiente formulas y clases término son X5T (es decir AZF ).
1. x = y; por definicén

2. x € y; por definicion
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Vzex(zey)
4. F(x1,...,%q) = {x1,...,xn} (para cada n);
F(x1,x2,...,%,) =z 4> (Vx €z(x = x1,Vx =x2,..., VX = xy)
ANxy €zA...Nxy € 2))
5. F(x,y) =xUy;
Flx,y) =z« VwezwexVwecy)A(Vw € x(w € w) A\Vw € y(w € w)))
6. F(x,y) =xNy;
Fix,y) =z Vweziwexhwey) N(Vwex(w ey = w € z)))
7. F(x) = Ux;

Fx)=z+ Vwezidyex(wey) AVacylyex —acx))

8. F(x) =Nxsix # @, F(x) = @ en otro caso.

Fx) =z (x#0— VMwezWyex(wey)) A\ Vyex(wey »we z)
Vix=0—2z=0)
9. F(x,y) = x\y;

Fix,y) =z VwezlwexNwgy) Nwex(w gy — wez))

10. x es una n-ada. Primero vedmos el caso para una 2-ada:

(y,2) =x & (Vw e x(w={y} Vw={y,z}) N({y} € 2A {y,2} € x))

Supongamos que hemos mostrado que la n-tupla es Xy, veamos que la n + 1-tupla es X
(X1, Xn, Xp1) = (X1, -, Xn), Xpt1)
11. x es una n-relacién sobre y
w € x <> Ja € yab € y({a,b) = x)
12. x es una funcion sobre y.

x es una relacion AVa € y3b € | (| Jx)((a, b)) € xA

veyvb e | J(Jx)Ve e | J(Jx)(((a,b) € xA{a,b) € x) = b=c)
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

F(x) =dom x si x es una funcién, @ en otro caso.

F(x) =z < (((x es funcion — (Vw € z3b € | J({Jx)((w, b) € x)A
(Vy € x(y = (w, b)) = w € z)) V (x no es funcion — z = Q))
F(x) =ran x si x es una funcion, @ en otro caso.
F(x) =z <> (((xes funcion — (Vw € z3b € |J(|Jx)((b,w) € x)
(Vy € x(y = (byw)) = w € 2)) V (x no es funcion — z = Q))
F(x,y) = x[y](= {x(t) : t € y}) si x es una funcién, @ en otro caso.
F(x,y) =z <> ((xes funcion — Yw € z3t € y(w = x(t)) A (Vt € y(x(¢) € 2)))
V(x no es funcién — z = Q@)

F(x,y) = x | y si x es una funcion, @ en otro caso

F(x,y) =z <> ((x es funcion — Yw € z3t € y(w = (t, x(t))) A (Vt € y(x(t) € 2)))
V(x no es funcién — z = Q@)
F(x) = x~ ! si x es una relacién, @ en otro caso.
F(x) =z <> (xes funcion — (Vw € zvty € [ J({Jx)(w = (t1, t2) = (t2, 1) € X))
V(x no es funcion — z = Q)
F(x) =xU{x};

Fx)=z¢< VweziwexVw=x)AN(Vwex(wez))A(w e z))

X es transitivo;

Yy € xVz € y(z € x)

x es un ordinal;

x es transitivo N (Vy € x(y es transitivo))

x es un ordinal sucesor;

x esun ordinal A (Jy € x(x =y U {y}))
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22. x es un ordinal limite

(x es ordinal ) A (x no es un ordinal sucesor)

23. x:y — z
x es una funcién A (domx = y) A (ranx = z)

24. x : y — z biyectiva

x es una funcién A (domx = y) A (ranx = z) A x ! es funcién

25. x es un niimero natural.

x es un ordinal A (x es sucesor) AVy € x(y es un sucesor )

26. x = w
Y € w < y es un natural

27. x es una sucesion finita de elementos de y

(x:y — z) A (y es un niimero natural )

Lema 19. Suponga que F y G son A5E términos clase. Entonces F(x) = G(y) es A4

Demostracion. Sean ¢(%,z) y x(7,t) Xo-férmulas tal que ¢ define a F y ¢ define a G,
Entonces:

ZEF F(x) = G(y) < (Fz(e(x,2) A x(¥,2)))
Lacudles Xy y

F(%) # G(7) © 323t(g(%,2) A x(F,t) A~z = 1
la cuél es X
Por lo tanto “F(x) = G(77)” es A%E.
0

Definicién 20. Una férmula ¢ es X, 1 si es de la forma Jv; ... Jvp, donde ¢ es I1,,
analalogamente decimos que ¢ es I, si es de la forma Vv, ... Vorp, donde ¢ es X,.
Si T es una teorfa de £, una férmula ¢ es X! si y solo si existe una férmula ¢, la cudl es
2,y T+ ¢ < ¢; Similarmente para IT}.

Lema 21. Sea T una LTC teoria cuyos axiomas incluyen los axiomas de ZF, entonces:

i) Sean n > 1y ¢(Z) una X, formula. Entonces existe una X férmula (X, Z2) tal que:

TF ¢(2) < Fx1Vap3Ix... — xpp(x1, ..., Xn, Z).
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ii) Sean > 1y sea ¢(Z) una I'l, férmula. Entonces existe una X formula ¢ (X,2) tal que:

TF ¢(2) <> Vxp3xoVx... — xph(xq, ..., X, Z).
Demostracion. i) Consideremos el caso n = 1. En general una X férmula tiene la forma:

$(2) =3I ya. .. 3ymb (Y, .-, Ym, 2)

donde 0 es Xy. Si m = 1, se cumple trivialmente, por lo que supongamos que m = 2
(los casos para m > 2 son similares). Sea §(x, Z) la férmula:

x es un par ordenado A6((x)g), (x1,Z
p

Entonces 1 es X, entonces

T+ ¢(2) ¢ Iay(x,2)

Ahora para n = 2, supongamos que ¢(Z) es la férmula

Juy3uy ... 3upVoy .. Vo,0(il, T, Z)

donde 6 es X. Sea ¢(x,y,Z) la formula

(x es una p-tupla ) A (y es una g-tupla) — 6((x)}, ..., (X)Z—l' W 1))

Observemos que ¢ es X, por lo que
TEF¢(Z) — Vyyp(x,y,2)

Los casos donde nn > 2 son analogos.
ii) Es andlogo.

Lema 22. i) Si ¢ es una X,-formula de LTC, entonces (Vx € y)¢ es Z4F

ii) Si ¢ es una I, féormula de LTC, entonces (3x € y)¢ es ITZF

Demostracién. Probaremos i) y ii) simultanedmente por induccién sobre n. Para n = 0
no hay nada que probar. supongamos que i) y ii) ocurren para n. Probaremos i) y ii)
paran + 1.

i) Sea ¢ una X, 1 por lema 21 existe una I1,-férmula 1 tal que:

ZF = ¢ < 3z¢

Por lo que:
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ZF - (Vx e y)p « (Vx e y)3zy

Usando el axioma de remplazo tenemos:

ZFF (Vx € y)3zp <> Ju(Vx € y)(3z € u)y
Asi:

ZFF (Vx € y)¢p < Ju(Vx € y)(3z € u)y.

Por hip6tesis de induccién (3z € u)y es ITZF, por lo que (Vx € y)(3z € u)p es [TZF,

entonces Ju(Vx € y)(3z € u)p es T4L,, es decir (Vx € y)¢p es T2

n+1-
. ZF -
ii) Ahora supongamos que ¢ es ¢, 11, entonces —¢ es X", por lo anterior sabemos

que (Vx € y)—¢ es ZZF, de donde se sigue que —~(Ix € y)¢ es ZZF, porlo que (Ix €

y)¢es pit,. u

Teorema 23. Suponga F : V x V.— V es un A%F término clase. Entonces el término clase
G definido desde F por recursién sobre On es A3E, es decir:

1. G(0,x) =«
2. G(ae+1,x) = F(G(a,x),x) para todo « € On

3. G(4,x) = |J G(a, x) para é limite.

aed

4. G(y,x) = @ paratoday ¢ On.

Es un término clase AZF

Demostracion. Definamos ¢(g, «, x) como sigue:

On(a) X1
A g es una funcién X2
Adomg = a U {a} X3
Ng(0) =x X4

AVB € adyi3y2(y1 = BU B} Ay2 = g(B) Ag(y1) = E(y2)) xs
A VB € a(p es ordinal limite — g(B) = U{g(a) : « € B}) X6

x1 es Z&F por Teorema 18(20) y por tanto X4F;

X2 es Z&F por Teorema 18(12) y por tanto Z4F;

X3 es Z4F por teorema 18(18), (13) y anterior, se sigue que es X%F;

x4 podemos rescribirla como Jy(Vz € y(z € y) A g(y) = x), la cual es Z£F;
X5 €s leF por Teorema 18(18), (15), 22 y el hecho de que F es >ZF,
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X6 es X2F usando Teorema 18(22), (15) y el hecho de que "g(B) = U{g(a) : & € B}”
es equivalente a Jy3z(y = gl Az = Uy Ag(B) = z), la cudl es ZZF por Teorma
18(12),(7)y (15.

Por lo que ¢(g,a,x) es Z£F, pues es la conjuncién de férmulas las cuales son X#F
cada una de ellas.

Ahora G(a,x) =y < (3g(¢(g, a,x)) Ng(a) = y) V (=O0n(a) ANy = @)). Asi mos-
tramos que G es X% y por tanto A4E.
O

2.3. La]Jerarquia de Von Neumann

Para finalizar esta seccion definiremos la Jerarquia de Von Newman, aunque esta je-
rarquia no es el estudio principal de este trabajo, algunas veces es requerida.

Definicién 24. La Jerarquia de Von Neumann se define por recursion transfinita en los
ordinales asf:
VO =0
Vyi1 := Pot(V,) donde Pot(V,) denota el conjunto potencia de V,
Vi = | Vg, A limite.
B<A
Vi={J Va
xc€On
Donde J,c0, Va significa que para cualquier conjunto x existe « € On tal que x € Vj,

Lema 25. Para todo ordinal « se cumple:
i) V, es transitivo.
ii) Vg C Vi para toda p < a

Demostracion. Se probaré (i) y (ii) simultaneamente por induccién sobre a. Para & =
0, las dos afirmaciones son triviales, pues el vacio es transitivo por vacuidad, y esta
contenido en cualquier conjunto. Suponiendo que ambas se cumplen para «, se probara
que se cumplen para a + 1. Primero se veamos que V, C V,,1.Sea x € V,, por (i), se
sigue que x C V,, asi x € Pot(V,) = Vy41.

Caso sucesor. Para (ii) se supone que p < a + 1, entonces B < «, por hipéteis de
induccién Vg C Vi, y en consecuencia Vg C V4. Ahora se vera que V, 1 es transitivo,
suponiendo que V; es transitivo. Sea x € y € V41, entoncesy C V, C V4, es decir
x € Vi

Caso limite. Para probar (i) suponga que x € y € V,,, entonces por definicién de V,,,
existe un « < <y tal que y € V,, como Vj es transitivo por hipéteisis de induccién se
tiene que x € V,, por definicion x € V,,. Elinciso (ii) se sigue de la definiciéon de V,. []
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Es facil notar que V contiene a todos los ordinales, pues « € V1, la prueba es por
induccién sobre On: para & = 0, se tiene que V; = Pot(V,) = 0, por lo que 0 € V;.

Supongamos que « = v+ 1,y que v € V,,1, como V, es transitivo entonces
¥ C Vg, porloquea = yU {y} C Voq1 = Vy, esdecir o € Pot(Vy) = Vyqq.

Ahora supongamos que « es limite, y que v € V, 1 para 7y < &, entonces « C V,, es
decir « € Pot(V41).

Definicién 26. Se define el rango de x, 11(x), como el menor ordinal « tal que x € V4.

Teorema 27. Sean x un conjunto y x € On. Entonces:

) Vo ={y:rn(y) <a}

ii) Siy € x entonces rn(y) < rn(x)
iii) Siy C entonces rn(y) < rn(x)
iv) rn(x) =sup(rn(y)+1) ye€x
v) rn(a) = w

vi) V,NOr =«

Demostracion. i) Suponiendo que y € V,, entonces a # 0. Si & es un ordinal sucesor
digamos & = B+ 1, entonces rn(y) < . Si ocurriera que « es limite, y € Vg para
algin B < «, por el lema anterior y € Vg, asi rn(y) < B < «. Para la otra
contencién, supongamos que rn(y) = B < a, entoncesy € Vg1 C V,, como se
busca.

ii) Sea y € x y supongamos rn(x) = w, asi x € V41 = Pot(V,), por lo que x C V,,
de aquiy € V,, por (i) rn(y) < a.

iii) Analogamente sea rk(x) = a,por las mismas razones que (ii) x C V,, y por lo
tantoy C V,, porlo que y € V, 1, se sigue que rn(y) < a, es decir rn(y) < rn(x).

iv) Sea el « = sup(rn(y) +1) con y € x. Observemos & < rn(x), que se cumple
por (ii). Para la otra desigualdad, sea y € x, observemos que rn(y) < ayy €

Vin(y)+1 € Va, entonces x C V,, y por lo tanto x € V,41, por lo que rn(x) < a.

v) Por induccion trasfinita.
a=0 Sea o« = 0, por definiciéon V) = 0,y V3 = Pot(Vp) = {0}, por lo que
rn(0) = 0.

Caso sucesor Supongamos que « = ¢+ 1,y el rn(y) = v, es decir 7y es el menor
ordinal tal que y € V41, observemos que {7} € Pot(V, 1) = Pot(V,), por
loquewa € V41 ademds a ¢ V) para A < a + 1, por lo que rn(a) < a.
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Caso limite Suponga que es cierto para S < a. Por (iv):

rn(a) = sup((B) +1) = sup(B+1) =

B<a B<a

vi) Usando (i) y (v), se tiene:

VonNOn={BeOn|peVi}={BcOnjrm(f)<a}={BcOnlfp<al=ua.

]
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Capitulo 3

El Universo Construible de Godel

3.1. Nociones basicas. Principio de Reflexion de Levy.

Sea X un conjunto. Por Def(X) se entiende el conjunto de todos los subconjuntos
a de X, tal que para alguna férmula ¢(vg) de Lx (Lx denota la expansién de primer
orden de £ obtenida introduciendo una constante 7 para cada m € X) con una variable
libre v:

a = {x[(X, €) |= ¢[x]} (+)

es decir a € Def(X) sia es de la forma ().

Definicién 28. Por recursion sobre & € On, se define:
Ly=0O
Ly+1 = Def(La)
Ly = |J La silim(9)
a<d
(Ly|a € On) es lajerarquia construible. La clase U L, = L es el universo construi-

x€On
ble. Un conjunto x es contruible siy s6lo si x € L. Como x € L <> 3a(x € L,). Es decir

x es construible si y solo si existe « € On tal que x € L.

Debido al teorema de recursion la férmula "vg es construible” es expresable en £ (en
LTC), que se probara mas adelante.
Algunas observaciones:

s [, C V,.Porinduccién sobre «.
Para « = 0 es inmediato.

Supongamos que A = a + 1,y Ly C V,, entonces:
Lyi1 = Def(Ly) € Pot(Ly) € Pot(Vy) = Vyyq.

23
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Supongamos que A es limite y L, C V,, para a < A, entonces:

Ly = U Ly, por otro lado

a<A

V)= UVa

a<A

por lo que Ly C V.

Para todo n < w se cumple L, = V. Por induccién sobre a.
Paraa = 0,setiene Ly = 0 = V.

Sea & < w y supongamos que L, = V,. Veamos que L,1 = V,41. Por anterior
es suficiente probar que V,;11 C Ly41.Sea x € V41 entonces x C V,, = L, y por
lo tanto existen ay,ay,...,a, € L, tal que x = {ay,ay,...,a,} (ya que V, es finito
para cada a < w). Por lo tanto x = {z € Ly|Ly = (2) = (a)1,(a)2, ..., (a)n} €
Def(Ly) = Ly41.Porlo tanto L, = V, para todo « < w. Falta probar la afirmacién
para w:

Lo=J L= Va=Va

Kew a<w

Definicién 29. Un conjunto a es llamado transitivo si Vx € aVy € x(y € a), es decir
xe€a—xCaoa=a.

Definicién 30. Un modelo interno M, es un modelo transitivo, tal que On C M, donde
ademads se cumplen los axiomas de ZF, es decir se cumplen:

Existencia existe el conjunto vacio, el cudl es denotado por @.
Extensionalidad VxVy[Vz(z € x <>z € y) <> z = y].

Par VxVy3zVw|w € z <> w = x Vw = y].

Union Vx3V[z € y «» (Ju € x)(z € u)].

Infinito Ix[On(x) A (Vy € x)(3z € x)(y € z)], donde On(x), significa que x es un
ordinal.

Conjunto Potencia Vx3yVz[z € y <> z € x].
Regularidad Vx[3(y € x) — Jy(y € x A (Vz € y)(z & x))].

Esquema de Separacion Vx3y3z[z € y <> z € x A$p(z)], donde ¢ es una L-férmula
con variable libre z.

Esquema de remplazo Vx3y¢(x,y) — (Vu)(Jv)(Vx € u)(3y € v)¢p(x,y), donde ¢
es una L-férmula con variables libres x, y.
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Ahora se probara que L es un modelo interno.

Lema3l. i) a<pf— LyU{Ly} C Lg

ii)

iif)

Para todo « € On, L, es transitivo. Por lo que L es transitivo.

Paratodoa € OnaNL=aNLy=aya € LyyqporloqueOn C L

Demostracién. i) Por induccién sobre f > «. f = 0 trivial. Para el caso sucesor y

ii)

iii)

limite son necesarias dos observaciones:

1) Ly € Lyy1 = Def(Ly). Seaa € L, entonces a = {x|L, |= X € a} lo que indica
que a € Def(Ly) es decira € Lyyq porloque Ly C Lyi.

2) L, es definible y por lo tanto L, € L,;. Solo basta darse cuenta de que L, =
{x € Ly|Ly E % = %} como consecuencia {L,} C Ly 1.

Caso susesor. Sea f = v + 1.

Seaw < B, 0 < ysia < 1, por hipétesis de induccién Ly U {Ly} € Ly € Lyyq =
Lg (usando la observacion 1). Por lo que L, U {L,} C Lg Va < B.

Si a = 7, por las observaciones Ly C L,41y {Ls} € L1, por lo tanto, L, U
{L\} € Lg.

Caso limite. Sea f limite. Sea « < B siempre ocurre L, C Lg y por dltimo {L,} C
Lg, debido a que {Ly} € Lyy1y a+1 < B por ser B limite, por lo que L, 11 C Eg.
por lo tanto Ly U {Ls} C Lg.

Para a« = 0, L es transitivo.

Supongamos que & = y + 1. Sea x € y € Ly, supongamos que y € Lg con f < v,
entonces por hipétesis de induccion Lg es transitivo, y por lo tanto x € Lg, usando
(i) se tiene Lg C Ly, por lo que x € L,. Ahora supongamos quey € L, yy & Lg
para B < 7, entonces por definicién y = {z € Ly|¢(2)} para alguna £} _-férmula,
por lo tanto z € y — z € L,, esto se cumple en particular para x, por lo que
x € L, y nuevamente usando (i), se tiene x € L.

Sea a limite y supongamos que Lg es transitivo paratodo f < ay x € y € Ly,
entonces por definicién y € Lg, para algtin f < a, por hipétesis de induccién Lg es
transitivo, es decir x € Lg, y otra vez por (i), x € L,. En realidad esto demuestra
que la unién de transitivos es transitiva, pues no se utilizé ninguna propiedad
particular de L,, aparte de su transitividad.

Para completar la prueba de este inciso falta ver que L es transitivo: Pero esto se
cumple pues L es unién de transitivos.

Basta demostrar On N L, = &, puesa N L, = (OnNa)NL, = ay por lo tanto
aNL=(aNLy)NL=una

Para a = 0 es trivial.

Caso sucesor. Suponiendo On N L, = «. Por demostrar que también es cierto para
a+1.
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Seaz € a+1 = aU{a}, siz € a por hipétesis de inducciéon z € On N L, C
On N Lyyq.Siz = a, observemos que a = {u € Ly|Ly = On(u)} € Lyiq, por lo
que a € Lyyq; falta ver que a = a. Sea y € a entonces y es un ordinal en L,, por
hipétesis de induccion Ly, N On = a, por lo que y € «, la otra direccion es analoga.
Hasta aqui se ha probado & +1 C On N L,.

Para la otra contencién sea z € On N Ly11,81z € Onyz € Lg con f < &, entonces
z € On N Lg por hipétesis de induccién se tienez € B Ca+1.Siz € Onyz € Ly,
pero z ¢ Lg para < «, entonces z = {u € Ly|Ly = On(u)} donde cada u € z,
u € OnNLy Ca,y por hipétesis z es un ordinal, concluimos que z € « + 1.

Caso Limite. Supongamos que Vy < &« On N L, = . Por demostrar On N L, = a.

Sea € OnN Ly, entonces § € Ony ¢ € Ly, para algtn y < a pero L, NOn = v,
¢ € v € a, porlatanto ¢ € a.

Sea { € «,{ esun ordinal y { < a y como « es limite { +1 < « por lo que
e€l+1=0nNLgq COnNL,.
O

Corolario 32. Para « > w se tiene |Ly| = ||, en particular si x es un cardinal mayor que w,
se tiene |Ly| = «.

Demostracion. Por anterior para toda a, LNa = L, NOn = w, por lo que |a| < |L,| para
toda a. Probaremos la otra desigualdad por induccién sobre & > w.

Sea & = w, entonces L, = V,,. Como V, es finito para toda & < w, se tiene que

| U Vil < |wl|, pues |Vy| < |w| para cada n.

a<w
Supongamos que |Ly| < |a|. Como £ es numerable el conjunto de férmulas de £y,

tiene cardinalidad |L,| entonces:

[Lat1] = [Def (Lo)| < |La| < |a].

Supongamos que A es limite y que |L,| < |a| para toda « < A. Entonces:

1L <] U | € ZacalLal < Zpcnla] = |A|
<A

]

Definicién 33. Relativizacion de férmulas. Supongamos que U es un término clase,
es decir {x|®(x)}, y ¢ una férmula de LTC. Definimos la férmula ¢%(vy, ..., v) (0
®Y(vy, ..., v¢)) por recursion como sigue:

= i) Si¢esv; = vj0v; € vj, entonces oY es ¢.
.. . u u
= ii) Si ¢ es 7P, entonces ¢~ es —P*.

» iii) Si ¢ es (91 V ¢2), entonces pY es pH v Y
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= iv) Si ¢ es Vo;1, entonces ¢pY es Vo;(®(v;) — pY).
Té4citamente asumimos que ¢ y © no tienen variables acotadas en comun.

Para mostrar que L es un modelo interno de ZF, es importante el siguiente teorema.

Teorema 34. (Principio de Reflexion de Levy). Suponga que W:0n — Vees un término clase;
se escribe Wy para W («) donde cada W, es transitivo y supongamos que W satisface:

1 a<p— Wy CWg(Ya,B € On)

2. Ws = U W, para todo ordinal limite 6.
XES

Sea W = | Wi (= {x]3a € On,x € W,}; también W es un término clase clase y cada

«cOn
W, es un conjunto. Debido a la transitividad de W, para toda a se tiene que W es transitivo,

pues es union de transitivos.

Supongamos que x(v1, ..., 0y) es una férmula de LST sin pardmetros. Entonces para cual-
quier x € On, existe B € On tal que B > a y tal que:

Vay,...,an € Wg (W, €) |= x(a, ..., an) siy sélosi (Wg, €) = x(ay, ..., an) es decir para
todo ay, ..., an € Wp, Xw(al,...,an) YRS Xwﬁ(al,...,an).

Demostracion. Para cualquier formula ¢ de LST. La coleccion SF(¢) de subférmulas de
¢, se define por recursion en la férmula ¢.

1. SF(¢) ={p}sipesdelaformax =yox € y.

. SF(
2. SF(—¢) = {~¢} USF(¢).

3. SF(pV @) ={¢pV @} USF(¢) USF(p).
. SF(

4. SF(Vx¢) = {Vx¢p} USF(¢).

Claramente SF(¢) es una coleccién finita para cualquier formula ¢ y ¢ € SF(¢).
Suponga ahora que S es una coleccion finita de férmulas, la cudl es cerrada bajo sub-
férmulas es decirsi ¢ € S, SF(¢) C S. Definimos:

Ts ={B € On|Vx € SVa € Wﬁ()(Wﬁ(a) < xV ()}

Se debe mostrar que Ts no es acotado en los ordinales. Pero para esto necesitamos
el siguiente lema:

Lema 35. Para cualquier conjunto S definido como antes, Ts es una clase cerrada de ordinales,
es decir, contiene a todos sus limites, esto es, si X es un subconjunto de Ts, entonces sup X € Ts.



28 CAPITULO 3. EL UNIVERSO CONSTRUIBLE DE GODEL

Demostracion. La prueba de esto es por induccién sobre el nimero total de ocurrencias
de conectivos en las féormulas de S (no cuantificadores). Escribimos esto como n = 5.

Sin = 0 (no tiene conectivos) entonces todas las formulas de S son de la formax =y
0 x € y (para variables x, y), pues Vx(x = y), Vx(x € y), Vy(x = y) y Vy(x € y) no son
validas, por lo tanto Ts = On: ya que siempre Ts C On para la otra contencién se toma
B € On queremos ver que Va € Wl;(xwﬁ(a) )x"(a).

Tomamos el caso x = x = y pues cuando x = x € y es similar. Sean a,b € Wp,
supongamos que (Wg, €) = a = by que (W,€) = a = b, entonces existe z € a tal
que z ¢ b (o al revés), pero como Wy es transitivo, z € Wg por lo que (Wg, €) [Fa =b
lo que es una contradicién de donde se concluye (W, €) |= a = b. La otra direccion es
analoga. Como Ts = On por definicién es cerrado.

Ahora si S = n + 1. Auxiliémonos de S’ = S\ A donde A contiene todas las férmu-
las con un nimero maximo de conectivos. Sin pérdida de generalidad se puede suponer
que A = {x} con x una férmula en S con un nimero méaximo de conectivos (notemos
que x no es subférmula propia de ninguna férmula).

Claramente S’ < ny S’ C Sy por lo tanto Ts C Ts, ademds S’ también es cerrado
respecto subférmulas pues la tinica posibildad de que no esto sucediera seria si x fuera
subférmula de alguna f6rmula de S’ lo cual no puede ocurrir.

Sea X C Tsy supongamos que sup X ¢ Ts. Note que X C Ts C Ty, por hipétesis
de induccién sup X € Tg. Se debe mostrar que sup X € Ts.

Caso 1. x = —¢. Entonces ¢ € S’ afirmamos que Ts = T

Demostracion. Se sabe que siempre Ts C Tg . Para la otra contencién tomemos € Tg
entonces Vo € S'Va € Wy(¢"#(d) ++ ¢"(@)). Suponiendo que para g, y para alguna
a € Wg no pasa —-¢"6(@) <+ —¢" (@), supongamos que —¢"#(7) y no ocurre —¢" (7)
entonces ¢" (), por hipétesis de induccién ¢"¢ (@), una contradiccion, andlogamente
si se supone que =¢" (@) y no —¢"#(a@). Por lo tanto, Ty C Ts. O

Por esta afirmaciéon concluimos que sup X € Ts.

Caso 2. x = @1 A ¢2. Entonces nuevamente ¢1, 92 € S’, y por un razonamiento se-
mejante al caso 1, Ts = Tg y otra vez se concluye sup X € Ts.

Caso 3. x = Vn + 1¢(vy,...,vy41), entonces ¢(v1,...,0,41) € S'. Seanp = sup X
recordemos que X C Ts. Supongamos que X no tiene mayor elemento, entonces 7 es
un ordinal limite; ademas,



3.1. NOCIONES BASICAS. PRINCIPIO DE REFLEXION DE LEVY. 29

Wy = U We = U Wa.
a<y aneX

La primera igualdad se debe a la definicién de W, y la segunda a que los W, son
transitivos.

Por hipétesis de induccion se tiene que, para toda @ € W,

9" (a) < 9" (@), ()

por lo que sélo se debe mostrar

Vi € Wy (x"1 (@) & xV(a)). (IT)

Como X C T, se tiene:

VB € XV € Wg(x"6(d) + x"(d)) (I10)

lo que comprueba (<) en (II).

Para la otra implicacién se supone @ € Wy, y x"V1(@). Como Wy = UaxexWi se tiene
i € Wg para alguna B € X. No olvidemos que x = Vn + 19(vy, ..., vy) por lo que
Yo,41 € quowﬂ(ﬁ, Up41). Como Wg C Wy, en particular Vo, 1 € Wﬁ(pwﬂ(ﬁ, V,11)- Sea
ay41 € Wg, entonces por (I) 9"V (@, a,.41). Sin embargo p € X C Ty (y ¢ € S'), entonces
¢"V6. Como a, 41 € W, es arbitrario, se concluye Vv, 1 € Wﬁ(pwﬁ(ﬁ) es decir Y6 (@) y

por (III) se tiene x(a) lo que termina la demostracién del lema.
O

Para completar la prueba del teorema se mostrard que Ya € On3p € On(p >
a A B € Ts), es decir Ts no es acotado.

La prueba es otra vez por induccién sobre §S y el tinico caso no trivial es cuando x
es V0,.119(0,vy41)-

Por nuestra hip6tesis de induccion se tiene:

Vadp > ap € Tg (IV)

Definimos el término f : On x V" — Ontalque Vy € OnVay,...,a, € V, f(y, a1, ...an)
es el menor elemento § € On tal que 0 > 'y Ja, 11 € Wy tal que ~¢" (ay, ..., an, ay11),
si tal 0 existe.

Ahora se define el término F : On — On tal que ¥y € On F(7y) es el menor 6 € T
con 0 > sup{f(v,ay,...,an)|(a1,...,an) € W} (Esto dGltmo es un conjunto por el axioma
de remplazo, ya que W lo es, y 0 existe usando (IV))



30 CAPITULO 3. EL UNIVERSO CONSTRUIBLE DE GODEL

Notese que para todo vy, F(y) > vy F(7y) € Ts (ambas por definicién) y siay, ..., a, €
W, V0,1 € WF(7)¢W(a1,...,an,vn+1) — Yo,11 € WeWV=g(ay, ..., a,41), por lo tanto pa-
ra # minimo Ja,q € Wﬂﬁ(pw(al,...,an,anﬂ)(ya que W = U W), como F(y) >

ne€On
f(v,a1,...,a,) > 1, por lo tanto Ja, 1 € me —Qay, ..., Ay, Ay+1ya que WF(AY 2 Wy lo
que provoca una contradiccion.

Por el Teorema de Recursién sobre w definimos la funcién g : w — On por

1. g(0) = F(a)
2. g(n+1) = F(g(n))

Sean X = ran(g). Claramente X no tiene mayor elemento ya que (F es estrictamente
creciente) y X C Ty y B = sup X. Como Tg es cerrado (lema anterior), se tiene g € Tg.
Se tiene también que f > a, y para ay, ..., a, € Wp se tiene:

v;/l+l S Wﬁ(pw(ﬁll .oy, Z)n+1> (V)
Pues si ay,...,a, € Wﬁ como Wﬁ = U W,, se cumple ay,...,a, € W,, pa-
W’yeX

ra alguna ¢y € X. Suponiendo Vv, ;1 € Wﬁgow(al,...,an,vnﬂ), como F(y) € X,y
We(,) © Wg tenemos Vn +1 € WF(7)¢W(a1,. .o, 0n,Up41), por (II) ocurre Vv, €
We"(ay,...,an, Vyi1) como es requerido.

Para finalizar la prueba se muestra que (V) implica 8 € Ts. Es decir queremos ver
que Vi € Wﬁ(xwﬂl (@) + x"(@)) donde x(v) = @(v1,...,0n,0y11). Sea d € Wg(d) es
decir (Yo, 11¢(ay, .. B, Upg1)) VB, equivalentemente Vv, € Wﬁgowﬁ(al, oo, Ay, Upt)
y como ¢ € S’ (por hipétesis de induccién) y € Tg entonces Va, 11 € Wp oV (ar, ..., a50,41) <
o (ay,...an,0,41). Porlotanto Vo, 1 € Wﬂq)w(al,. ..y, Up41) por (V) tenemos Vv, 11 €
o™ (ay,...,an,v,41) es decir (Yo, 10(ay, ..., an,0511))"

Ahora supongamos que Vd € Wy y x"V (@) = Vv, € W' (ay...,a,,0,41), nue-
vamente usando que B € Ts'y ¢ € S, ocurre que Vv, 1 € Wﬁ(pgv(al, eee, (A, Uyy1) POT
hipétesis de induccién. Lo que demuestra el teorema. O

Teorema 36. (Godel). L es un modelo interno de ZF.

Demostracion. Trabajando en ZF, mostraremos que para cada axioma ¢ de ZF, se cum-
ple 4)L. En vista del lema 31, L es transitivoy On C L

Existencia. @ € L, pues L1 = {@}.
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Extensionalidad. Sea x,y € L. Se Debe mostrar que x =y <> (Vz € L)(z € x <> z €
y). La extensionalidad se cumple para todos los modelos transitivos, en particular para
L.

Sea U transitivo, debemos mostrar:

UEYYxyVz(zexzey) = x=y).

Sean x,y € U, supongamos Vz € U(z € x <> z € y) y que x # y, por lo que
x\y # D, esdecir 3w € x\y, talquew € x yw ¢ y, sin embargow € x € U,y U es
transitivo, w € U, se sigue w € y, lo cudl es una contradiccion.

Par. Sea x,y € L escogemos « tal que x,y € L, (Supongamos que x € Ly, y € Ly,
y que v < a, por el lema 31 L, C L, por lo tanto x,y € L,). Se sigue que {x,y} =
{z|Ly Ez=%Vz =y} € Def(Ly) = Ly4+1 C L, por lo que el axioma de par se cumple
en L.

Unioén. Sea x € L. Escogemos « tal que x € L,. Como L, es transitivo, y = Ux C L,.
La férmula ¢(vg) = Jv1((vg € v1) A (v1 € X)) define a y como un subconjunto de L en
(L), porloquey € Def(Ly) = Lyy1 C L.

Infinito. Por el lema 31, w € L1171 C L. De hecho L contiene a todos los ordinales.

Conjunto Potencia. Sean x € L, y = {z|z C x}; este conjunto existe en el universo
por el axioma de Potencia, para cada z € y escogemos f(z) como el menor f tal que
z€ Lgo f(z) = Dsiz ¢ L.Sea « el supremo de los f(z) para todo z € y, por lo tanto
y C Ly. La férmula ¢(vg) = (Vv1)(v1 € vy <> v1 C X) define a y como subconjunto de
LyenLy, conloquey € L.

Regularidad. Otra vez recuriendo a que L es transitivo se tiene la regularidad.

Sea U una clase transitiva, supongamos que a € U, escogemos b € V tal que
becanbna = @, esto se logra ya que en V se cumple el axioma de regularidad.
Como U es transitiva, b € U, y entonces (U, €) =becanbNa=Q.

Separacion. Sean x € Ly ¢(vp). Se escoge « tal que x € L,, se debe mostrar que
(Fy)(y = {z € x|p(z)}))E. Aplicando el principio de reflexién generalizado (GRP)
para la jerarquia L, se puede encontrar f > « tal que (Vz € Lﬁ)(gbLﬁ (z) < ¢F(2)).
Seay = {z € x|¢(z)}. Entonces x € Lgyy C x C Lg, por la eleccion de B, la formu-
la @(vo) = vg € % A ¢(vp) define a y como subconjunto de Lgen Lg y entoncesy € Lg 1.

Remplazo. Suponga que ¢ es una férmula tal que ((Vx)(3y)¢(y,x))E ya € L. Se
busca b € L tal que ((Vx € a)(Jy € b)¢(y,x))Et. Tomamos a con a € L,. Para cada
x € a, definimos f(x) = B > a tal que (Jy € Lg)@"(x,y). Sea 7 el supremo de todos
los f(x),x € a. Asi (Vx € a)(3yL,)¢"(y, x), se sigue que ((Vx € a)(Jy € L,)p(y, x))L,
con b = L, eslo solicitado. Esto completa la demostracién del teorema 36.

[l
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3.2. L yel Axioma de Eleccion

Hemos mostrado que ZF- ¢ para todo axioma ¢ de ZF. A continuacién se veri-
ficarda que ZF-AE?; de esto se sigue que ZF es consistente con el axioma de eleccién.
En efecto, probaremos ZF-AEL de una manera muy fuerte, exhibiendo una £-férmula
la cudl ordena a toda la clase L, podemos entonces escoger de cada conjunto el menor
elemento respecto a este orden.

Esta férmula definira un buen-orden de L fijando un “orden de construccién” de los
miembros de L.

Axioma de Eleccién (AE). Sea F un conjunto de conjuntos no vacios y disjuntos
entre si. Entonces existe un conjunto M que consiste precisamente de un elemento de
cada miembro de F. A menudo M es llamado un conjuto eleccién de F. Se puede
probar que AE es equivalente al principio del buen orden.

Ahora en el caso, en el donde F es finito, la existencia de M no representa ningtin
problema, se prueba desde los axiomas de ZF. Sin embargo en el caso donde F es
infinito, la existencia de M no puede ser probada desde ZF.

Teorema 37. (Godel). Existe una L-formula ¢(voy,v1), tal que ZF- [{(x,y)| x,y € Ly
¢(x,y)} bien ordena L|.

Demostracion. Primero que todo se define un buen orden <, para L,. Si « = 0 no hay
nada que definir. Para los otros casos, se fijard una enumeracién recursiva.

(pn|n < w) de todas L-férmulas con al menos la variable vy (y posiblemente otras.)

Caso sucesor. Supongamos que <, es un buen orden para L,. Definimos un buen
orden <} para las sucesiones finitas de elementos de L, por ¢ <} p <> ( longitud
(0) < longitud(p)) V (longitud(c) =longitud(p) — (si n es el menor elemento tal que
o(n) # p(n), entonces o(n) <, p(n)))].

Ahora podemos definir un buen orden </, para las féormulas de £}, con variable
libre vy por 6(vy) <) @(vg) <> [n < m donde n es el menor natural tal que 6(vy) =
¢n(vg, X) para algunos ¥ € L, y m es menor natural tal que ¢ = ¢,,(vg, ) para alguna
Y € Lo] V[m =n — (<3-menor (¥) tal que 6(vg) = ¢n(vy, X) <!-precede a el <%-menor
i tal que p(00) = ¢u(o0, )]

Finalmente se puede definir <, ;1 porx <,11y <> [x € Ly Ay € Ly Ax <, y]V[x €
Ly ANy & Lo]V[x & Ly Ny & Lo/ la <, -menor L -férmula con una variable libre vy la
cuél define x en L, <&-precede ala </-menor £ 1,-férmula con variable libre vy la cudl

define y en L,].
Como L, 1 = Def(Ly), es claro que esto define un buen orden de L, 1.

Caso Limite. Si lim(a) y <g estd definido para (B < «), definimos <, por x <, y <
(BB <a)(x € LgAy € Lg)]VI[(VB < a)(x € Lg +»y € Lg)Asi B < a es el menor tal
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que x,y € Lg, entonces x <g y|.

Hasta aqui hemos definido un buen orden para cada L,. Para x,y € L definimos
x <r y desde <z, € On de la misma forma que definimos <, desde p < a para
ordinales limite, es decir si x,y € L definimos x <; y <+ x <y, y,yaque x,y € L,. Cla-
ramente < es un buen orden de L. Sea ¢(v,,v1) la férmula obvia aunque complicada
la cudl describe a <[, tal que x <[ y <> ¢*(x,y) para cualquier x,y € L. Sea ¢(vy, v1)
la £-férmula la cudl describe la definicién de <, tal que x < y <> ¢*(x,y) para toda
x,y € L. [

Teorema 38. (Godel). Con(ZF)— zrCon(ZFC)

Demostracién. El modelo es L, esto se sigue del teorema 36 y 37.

3.3. L visto como un término clase.

En el teorema 37 se definié una férmula que bien ordena a L, con la condicién de
que L y cada uno de sus estratos sean expresables en LTC. El objetivo de esta seccién
serd escribir a L de tal suerte que se vea claramente que L es expresable en LTC por
medio de una férmula, y en consecuencia la prueba del teorama 37 estara completa.

Empecemos con un poco de notacién; para cualquier conjunto a y n € w escribimos

"q para denotara {f|f :n — a}ya“a = Una.
new

Se define el término clase Def : V. — V como:

Def(A) ={X C A] X esdefinible desde A}

Donde X es definible desde A si existe una formula ¢(x1, ..., x,, x) de LTC y existen
elementos a4, ...,a, de A tal que:

X={acAl(A€) E¢a,...,ana)}.

Para cada féormula ¢(vy, . ..,v,_1,v,) de LST con variables libres vy, . . ., v, _1, v, con
n > 1 serd asignado un namero m € w (m = [¢(vy,...,vn)]).

Se debe construir Def con ayuda de un término clase: w X V x V. — V tal que
Vm € wVa,s € VG(m,a,s) C aesdecir G(m,a,s) = {b € a|(a, €) = ¢(s(0),...,s(n —
1),b)} sis €“ aydoms > ny® en otro caso.

Entonces se define el término clase Def : V. — V por
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Def(a) = {G(m,a,s)|m € w,s €“ a}

Asi Def (a) consiste en todos los conjuntos definibles (con pdrametros en a) subcon-
juntos de la estructura (a, €).

Lo que sigue es buscar una manera de asociar a cada férmula un niimero natural.

En lo sucesivo, si se dice “F : Uy x Up X ... x Uy, — V es AZF” pensamos que las
clases Uy, Us ... U, son A%F (i.e. definidas por A%F -férmulas) y que "F(x1,...,%,) = y”
puede ser expresado por una X;-féormula. Esto garantiza que la extension F' : V"' — V
de F definida por F'(x1,...,xy) = F(x1,...,xn) = F(x1,..., %) six; € Uy,...,x, € Uy
y @ en otro caso, es A%F en el sentido dado.

Para dar ntimeros a las férmulas, primero se define F : w® — w por F(n,m,l) =
2"3"5!. Entonces F es inyectiva y es A4F.

Escribimos [n,m, | para F(n,m,l). Ahora se define [¢] por recursién sobre ¢:

[vi = vj] = (0,4, ]
[vi € vj] = [1,4,]]
[Vl = 12, [¢], [9]]
(=9l = 3,19, [¢]]
[Voig] = [4,i, [9]]

Por supuesto esto no esta bien definido en ZF.

Ahora se define el término Sub : V4 — V por:

.y [ fle/i) sifeYaNceaniew
Subla, f,i,c) = { %) en otro caso.

donde f €“ a,c € a,ei € w se define dom(f(c/i)) =dom(f) y para cada j en el
dominio se tiene f(c/i)(j) = f(j),sii # j,ycenelcasoi=j.

Ademas Sub es A%F , por el teorema de recursion (teorema 23).

Estamos listos para definir el término clase Sat : w x V. — V. La idea es que si
m € w 'y m es asociado a una férmula ¢ de LTC (m = [¢p(vg,...,vp+1)]) ya € V,
entonces:

Sat(m,a) = {f €<“ aldomf >nA{(a, €) E ¢(f(0),...,f(n—1))} (%)
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Definicién 39. Primero sia € V,m € w pero m no es de la forma [i, j, k| para algunos
i,j,k € wconi < 5, entonces Sat(m,a) = @. En otro caso,sia € Vym = [i,j, k] con

i < 5, entonces:
Sat([0,7, k], @) = {f €< alj,k  domf A F(j) = F(K)}
sat([1,j,K],a) = {f €< alj,k € domf A F(j) € F(K)}
Sat([2,],k],a) = Sat(j,a) U Sat(k,a)
Sat([3,],k],a) = (<“a\ Sat(j,a)) N {g €<“ a|3f € Sat(j,a)domf < dom g}
Sat([4,],k],a) = {f €<% a|j € domf ANVx € a,Sub(a, f,],x) € Sat(k,a)}
Lo que sigue es verificar que Sat : w x V — V es A%F-término clase para eso nos
apoyaremos en la version generalizada del teorema de recursién (sobre w).

— — N N

Lema 40. Suponiendo que 111, 702, 13 + w — w son A{E-término clase, suponga ademds
que Yn € w\ {0}, m;i(n) < nparai = 1,2,3, entonces existe un A5E-término clase F :
w x V. — V tal que:

1. F(0,a) =0
2. Vn € w\ {0} F(n,a) = H(F(rt1(n),a), F(rta(n),a), F(rt3(n),a),a,n).

Se observa que antes con el teorema de recursion definiamos F(n + 1,a) en términos de
F(n,a), ahora con la versién generalizada definimos F(n,a) en términos de tres valores previos
especificos.

Demostracion. La demostracion es similar al teorema usual de recursion. Primero de-
mostraremos que para 1 € w existe una funcién f, con dominio n + 1 tal que:

1. F(0,a) =0
2. Vn e m\ {0} F(n,a) = H(F(m1(n),a), F(rta(n),a), F(mt3(n),a),a,n).
Procedemos por induccién sobre n

Paran = 0: Sea f = {(0,0)}. Entonces f es una funcién con dominio {0} = 1,
f(0)=0yVm e 0f(m+1) =H(F(my(m+1),a), F(my(m+1),a), F(mzs(m+1),a),a,m+
1) esto se cumple trivialmente.

Suponiendolo verdadero para n. Sea f con dominio n + 1 y satisface (1), (2). Como
1 (n), my(n), m3(n) < n, i.e. estdn en el dominio de f, se cumple, f(m1(n+1),a) =
x, f(mn+1),a)=y f(m3(n+1),a)==z.5eaf' =fU{n+1,H(x,y,zan+1)},
entonces f’ es una funcién con dominio n +1U {n + 1}, debido a que f’ es una ex-
tension de f f(0) = f(0) = 0(yaque0 € n+1)ysim € n+ 1 entonces m € n, en
cuyo caso m +1 € n+1 = domf, por hipétesis de induccién se tiene f'(m +1) =
f(m+1) = H(F(my(m+1),a),F(mta(m +1),a), F(m3(m +1),a),a,m+1) om = n,
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entonces f'(m+1) = f'(n+1) = H(x,y,z,a,n+1) = H(F(my(n+1),a), F(ma(n +
1),a),F(ms(n+1),a),a,n+ 1) por lo que el lema es verdadera para n + 1.

Ahora definimos F mediante:

F ={z|3x € w3y € Vz = (x,y) A If(f es una funciéon con dominio x +1 tal que
f(0,a) =0ANVwex f(w+1,a)=H(F(m(w+1,a)),F(m(w+1,a)),

F(rs(w+1,a))))}. .

Asi, la definicion de Sat es una aplicacion de la version generalizada del teorema de
recursion (lema 40) con 711 (n) = i para alguna j,k < n [i,j, k] = n e igual a 0 en otro
caso; 7y y 713 son definidos similarmente, colocando j y k respectivamente en lugar de
i, H: V* x w — V definimos de la siguiente manera:

( {f €<“a:m(n),ms(n) € domf
Nf(ma(n)) = f(rs(n))} simi(n) =0
{f €<% a:m(n), m3(n) € domf
Nf(ma(n)) € f(m3(n))} simy(n) =1
yUz siy(n) =2

H(x,y,z,a,n) =

(Fva\y)n{ge=“a:3fcy
domf < domg} simy(n) =3
{f € ““a:m(n) €domf ANVx €a
Sub(a, f,mp(n),x) € z} simy(n) =4
0 en otro caso

\

F compuesta con H, 711, 712, 713 es Sat. Se observa que H, 711, 72, 13 son A%E por lo
que por el teorema F es AZE. Sat asf definida satisface ().

Antes de definir G debemos introducir un término que toma el n € w mds grande tal
que "v, ocurre libre ” en la “férmula codificada por”. Denotamos esta n por 0(m). Defi-
nimos primero F(m) (” El conjunto de i tal que v; ocurre libre en la férmula codificada
por”), como sigue:

Fr([0,i,1]) = {i.}
Fr([Li,j]) = {i,j}

Fr([2,i,j]) = Fr(i) U Fr(j)

Fr([3,1,j]) = Fr(i)

Fr([4,i,j]) = Fr(j) \ {i}

Fr(x) = @ sino es de la forma anterior.
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En ZF Fr(x) es un conjunto finito de niimeros naturales por lo que para todo con-
junto x, definimos:

6(x) = max(Fr(x))
Se observa que 6 es A7f, pues 0(x) = 3z € Fr(x)(x € Fr(x) — z > x)

Si ¢ es una férmula de LTC y m = [¢], entonces 6(m) es el elemento mds grande # tal
que Vj, ocurre como variable libre en ¢, y que si f € Sat(m,a), para todo a € V, enton-
ces f > 1+6(m) (ie.0,1,...,0(m) € domf). Por esta razon definimos Sat([3,],k|,a)
de la manera que lo hicimos y no solo para <“a \ Sat(j,a).

Por fin podemos definir G como

G(m,a,s) = {bea:(su{b(m),b}) € Sat(m,a)} sis €~V aydoms=0(m)
T D en otro caso

Entonces G es A% (ya que 6, Sat 1o son ) y cumple las propiedades requeridas.
Por lo tanto

Def(a) = {G(m,a,s)|m € ws €~“ a}
es AZE,

Corolario 41. La férmula ¢(vg,v1) que bien ordena a L es absoluta para L.

3.4. Ly LaHipétesis Generalizada del Continuo.

Hasta aqui se ha probado que L es un modelo interno de ZFE, sin embargo L tam-
bién satisface la Hipotesis Generalizada del Continuo. Para esto se necesitara el Lema
de Mostowski, el cudl asegura que para cualquier conjunto X que sea modelos de re-
gularidad existe un tinico M transitivo tal que X y M son €-isomorfos.

Los cardinales infinitos estan bien ordenados. Cantor fue capaz de demostrar que
la cardinalidad de Pot(w), es la cardinalidad de los reales y w® es 2%, pero no pudo
demostrar a que cardinal infinito correspondia 2%0. El problema del continuo consiste
en determinar el ordinal « tal que 2* = R,. Cantor conjeturé que 2% = Ny, el menor
cardinal posible mayor que ¥. Esta tltima igualdad es la forma habitual de formular
la hipétesis del continuo (HC). En su version generalizada es la afirmacién:

VK > NO[ZK = K+]

Que es conocida como la hip6tesis generalizada del continuo (HGC).
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Lema 42. Suponga que X es un conjuntoy My y My son conjutos transitivos. Suponga ademds
que 11; : X — M; son €-isomorfismos (i.e Vx,y € X(x € y <> m;i(x) € m;i(y))), entonces
1ty = 112 (y por lo tanto My = Mp).

Demostracion. Definimos ¢(x) <> x ¢ XV mi(x) = mp(x). Probaremos Vx¢(x) por
€-induccién. Suponga que x es cualquier conjunto, y ¢(y) ocurre para toda y € x. Si
x ¢ X hemos terminado. Supongamos que x € X, y 711 # 7. Entonces existe z tal que
z € m(x)yz & m(x). Como M es transitivo y 711(x) € M, tenemos que z € M,
ya que 711 es sobre, Jy tal que 71(y) = z. Como 711(y) € m1(x), tenemos y € x y por
lo tanto (por hipétesis de induccién) z = m1(y) = m(y) v m2(y) € mo(x). También
z € mp(x) una contradiccion. Asi, ¢(x) se cumple por el teorema de recursion para

ordinales.
O

Teorema 43 (Mostowski.). Sea X un conjunto tal que (X, €) |=Extencionalidad (es decir si
a,b € Xya # bentonces Ix € X tal que x € a N\ x & b o vicervesa). Entonces existe un 1inico
conjunto transitivo M y una iinica funcion 7 tal que 7t es un isomorfismo de X a M.

Demostracién. La unicidad se deduce del lema anterior. Para la existencia, probemos
por induccién sobre & € On que existe 7, : X NV, — M, biyectiva para algtn con-
junto transitivo M.

Primero observemos que Va € On(X NV,, €) =Extensionalidad. Como V,, es tran-
sitivo por tanto satisface el axioma de extensionalidad. Supongamos que Ja € On(X N
Vi, €) EExtensionalidad, es decir sean x,y € X N V,, supongamos que Vz € XNV, (z €
X 4>z €y)yquex # yporloquex—y # D, esdecir 3w € x —y, 0lo que es equivalen-
te Jw € x yw € y, como V, es transitivo, entonces w € V,, lo cudl es una contradicciéon
al hecho de que V, es modelo de extencionalidad.

Para & = 0 es trivial.
Caso Limite: Sea 8 limite, supongamos que 77, M, existen para toda a < f utilizan-
do el lema anterior estos son tnicos. Ademds Voo < &' < My C My y ¢ = 7Ty | My

Por tanto si 8 es un ordinal limite, tomamos Mg = UypMy y tg = Uy<pTla-

Caso sucesor: Sea p = 7 + 1. Tenemos 77, : XNV, — My. Parax € XNV, 4,
notemos quey € x N X — y € XN V,, podemos definir:

Ty+1(y) =ty (Y)ly € xn XF-
Sea M1 = 71,41[X NV, 41]. Entonces 77,41 : XNV, 1 — M, es sobre.

Supongamos a,b € XNV, . Como (XN V4, €) FExtensionalidad 3c € XNV, 44
talqueccaANc ¢b.
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Entonces 7,.1(a) = {m,4+1(y)ly € anX} > my(c). Suponiendo que 71,(c) €
m,+1(b), entonces 71, (c) = m,(t) para algin t € bN X. Como ¢ € bN X, se tiene
que ¢ # t contradiciendo el hecho de que 7, es inyectivo.

Asi, 1y(c) & m,41(b), por lo tanto 71,41 (a) # 7,41(b) es decir 71,41 es inyectivo.
Se verifica ahora que si

x € XNVy(C XNV,41) entonces 71y (x) = 741 (%)

Siy € my(x), implicay € rt(x) € M, y por la transitividad de M,,, y € M,, por lo tanto
m,(f) =y (t e XNV,).
Entonces 77, (f) € 7,(x), yaquet € x por lo tanto f € x N X.

Asim, g = {my(z)|z € xNX} > my(t) = .
Esto muestra que 77, (x) C 71,41(x).

Reciprocamente, si y € m,,1(x), Entonces y = m,(t) para algun t € x N X. Co-
mot € X € XNV, tenemos 71, (t) € 11,(x) (ya que 7, es un isomorfismo). Es decir
y € m,y(x), conlo que 7,41 (x) C 7, (x). Lo que prueba (xx).

Sise suponea,b € XNV, 1ya € b(porloquea € XNV,), entonces 71,,1(b) =
{my(y)ly € bNX}. Peroa € bN X, por lo que 71y(a) € m,41(b) y por (x) my11(a) €
7y4+1(D).

Finalmente, se compueba la transitividad de M, 1. Seaa € b € M, 1 entonces b =
Ty+1(x) para algtn x € XNV, 44, por lo que a = 7, (y) para algtn y € x N X. Como
y € XN Vy, nuevamente por (*) 71, (y) = m,41(y), se tiene que a € ran 1,1 = M, 1.

M= |J M, cumple lo requerido.

xey+1
]

Teorema 44. (El Lema de Condensacion). Sea « un ordinal limite y supongamos que X =<1 Lq
(ie.Va € X, ¢(0) una LTC-formula 1, (X, €) = ¢(a) siysolosi (L, €) = ¢(a)). Entonces
existen uinicos Ty B tal que B < ay 7t : X — Lg es un €-isomorfismo. Mas aiin siY C X'y
Y es transitivo entonces t(y) =y para today € Y

Demostracion. Supondremos cierto el teorema. La demostracién se dard més adelante.
O
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El lema de condensacién y el Teorema de Lowenheim-Skolem nos ayudaran a pro-
bar la hipétesis Generalizada del Continuo en L:

Teorema 45. (ZF+V=L)Sea x un cardinal y supongamos que x es un subconjunto acotado de
K. Entonces x € L.

Demostracion. Inmediato sixk < wpuessik =n+1lconn € wyx C n—+1, entonces
x es finito digamos x = {ay,4ay,...,a }, y sabiendo que ay,ay,...a, € Ly, se tiene que
x € L,11. Por lo que se supone ¥ > w; debido a que x es acotado en «, se tiene x C L,
para algin w < a < k. Observemos que L, U {x} es transitivo, pues siy € z € Ly, se
tiene por la transitividad de L, que z € y, siy € x, entonces y € L, pues x C L,
Usando V = L, sea A un ordinal limite tal que A > «, entonces L, U {x} C L,.
Usando el teorema de Léwenheim-Skolem y tomando A = L, y Y = L, U {x}, existe
Xtalque LyU{x} € Xy X < L, con |X| = |Ly U{x}| = |a|. Utilizando el lema

de condensacién existen 77 : X ~ Lg es un €-isomorfismo, entonces || = |Lg| =
|X| = |a|, por lo que B < k, y como L, U {x} es transitivo nuevamente por el Lema de
Condensacién 7r(x) = x, es decir x € Lg C Ly.

]
Corolario 46. Si x C «k entonces x € L,+.
Demostracién. Si x C «k, entonces x C kT acotado, por anterior se tiene x € KT, O

Corolario 47. ZF +V = L + HGC, es decir si ZF es consistente también lo es ZF + HGC

Demostracion. Por el lema anterior ZF +V = L I "para todo ordinal infinito «, Pot(x) C
L.+”, pues si x C k, x es un subconjunto acotado de ™, por el lema anterior x €
L+. Pero ZF + "para todo ordinal infinito «, |[L+| = x*” por lo que ZF+V = L I
”para todo ordinal infinito x, |P(x)| < x*”, es decir 2° < kT, la otra desigualdad >
siempre ocurre. [

En este capitulo se ha demostrado que L satisface tanto el Axioma de eleccién como
el de la Hipoétesis Generalizada del Continuo, aunque la demostraciéon del segundo
esta sujeta a el Lema de Condensacién que no se ha probado, y en realidad para probar
el Lema de Condesacién necesitamos una construcciéon mds cuidadosa de L, que nos
permita asegurar no solo que L es X; si no también cada estrato L, es X.



Capitulo 4

Funciones primitivo recursivas

41. Introduccion

En el capitulo anterior se construy6 L de una manera intuitiva con la finalidad de
verificar que es un modelo de ZF y también del Axioma de Eleccién y de la Hipétesis
generalizada de Continuo, para la segunda se utiliz6 el Lema de Condensacién, que
no ha sido demostrado. El Lema de Condensacién garantiza que para un ordinal limite
a'y X =5, Ly, entonces en realidad X se comporta como un estrato Lg con f < a;
asi, nos vemos en la necesidad de examinar la complejidad de la férmula que define
la construccién iterada. Para esto es conveniente comenzar con el estudio de una clase
particular de funciones, la clase de las funciones primitivo recursivas.

Las funciones recursivas en los naturales se pueden generalizar a funciones primiti-
vas en los ordinales, en realidad se generalizan estas funciones para cualquier conjunto
(no solamente ordinales). La manera mas fécil es considerar funciones como la funcion
sucesor, adicién,multiplicacion, etc.

Definicién 48. Una funcién f : V! — V es primitivo recursiva (p.r.) si es generada por
el siguiente esquema:

) f(xy,x0,...,%,) =x;conl <i<mn

i) f(x1,x0,...,%x,) = {xi,x]-} conl <i,j,<n.

iii) f(xl,xz,...,xn):xi—xjconlgi,j,g n.

iv) f(xq,x2,...,x0) = h(g1(x1, %2, .., Xn), ..., Qk(x1, X2, ..., Xn)).

v) f(y,x1,%2,...,%) = U 9(z,x1,%0,...,%Xn).

zey
vi) f(xq,x2,...,%,) = w.

vii) f(x1,x2,...,%0) = gy, (x1,%2,...,%n), (f(z,x1,%2,...,%4)|z € h(z))) donde z €
h(y) — rn(z) < ru(y).

41
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El esquema (vii) es conocido como el teorema de recursién; si f : V' — V es gene-
rado por (i)-(v) solamente, es llamada rudimentaria (rud).

Definicién 49. Se dice que una relaciéon R C V" es p.r. (respectivamente rud) si existe
una funcién p.r. (respectivamente rud) f : V" — V tal que R = {(X)|f(X¥) # @}.

Note que un caso particular del esquema (vii) en la definicién 48, ocurre cuando
h = id. Aqui en particular, rn (recordemos que el rn(x) es el rango de x, y se define
como el menor ordinal « tal que x € V,1) es una funcién p.r. A modo de ejemplo
tenemos que las siguientes funciones son p.r.

Lema 50. Las siguientes funciones y relaciones son rud y por lo tanto p.r:
1) La funcién id (identidad) por esquema (i).

2) f(x) = Ux, pues f(x) = U,erid(x) = U x usando esquema (v) y 1 se concluye que
es rud.

3) f(x,y) = xUy ya que fi(x,y) = {x,y} es rud por (ii), f2(z) = Uz es rud por
anterior, por lo que f(x,y) = f2(fi1(x,y)) = U{x,y} = x Uy es rud.

4) f(x1,...,xn) = {x1,...,x,}, utilizando (ii) g(x1,...,xn) = {xx} e rud; supongamos
que fu_1(x1,...,x4) = {x1,...,x,-1} es rud, h(x,y) es rud por (3), por lo tanto

{(xlf---/x;iﬂ) = h(fu-1(x1, . Xng1, %), 8(x1, -, 8n)) = {x1, .- X1 } Ufxn} =
X1yeveerXnyg-

5) f(x1,...,xn) = (x1,..., %), por definicién (x1,...,x,) = {{x1}, {x1, (x2, ..., xn) } }.
Definimos fo(x1,...,x,) = {x1}, por induccién sobre n. Supongamos

fuo1(x2, .00, Xn) = X1,..., Xp

Por lo que definimos:

e(xq, .., xn) = {x1, (x2,...,x0)}

la cudl resulta ser rud, y por lo tanto

flx1, .o xn) ={fo(xr, .-, xn),8(x1, ..., xn) } = {{xa}, {x1, (x1, ..., xn) } }
es rud.

6.) fm(x1,...,x,) = m para cada m € w, pues nuevamente por induccién sobre m,
fo(x1,...,x4) = 0 = x; — x; es rud, supongamos que f,(x1,...,X,) = m es rud,
entonces fy,4+1(x1,...,x,) =m+1={0,1,...,m} porlo que es rud.

7.) Las relaciones (x € y) y (x # y) son rud, se observa que (x € y) <> {x} —y # Q.
Por los incisos anteriores f1(x,y) = {x} —y esrud y ademaés f1(x,y) # D <> x ¢
y, andlogamente tenemos que f>(x,y) = (x —y)U(y —x) esrudy fa(x,y) # D <
x &y.



4.1. INTRODUCCION 43

8. f(y,X) es rud, también lo es la funcién ¢(y,¥) = (f(z,X)|z € y). Utilizando el
esquema (V) junto con resultados previos y la identidad tenemos

gy, %) = Uzey{(f(zr X),z)}

9.) f,R sonrud (respectivamente p.r.) también lo es

. X), siR(X
ﬁ”:{éwshﬁ%

Demostracion. g(¥) = Uyer(z) f(¥) donde R(¥) <> r(¥) # @. Primero veamos
que g(¥) = | f(ic’), U f(®) = g(x). Si ~R(X) entonces r(¥) = @ por lo
yer(X) yer(X)
que |J f(¥) = @ = g(¥). Ahora veamos que | ] f(¥) es rud. Definimos
yer(X) yer(X)

a que r, f son rud y se aplica (iv). h(r(X),x) =
es rud por (v).

=
o
—~

=
—

=
t./
-

=
N—
N—

I
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- E
—~
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]

10.) Sea xr la funcién caracteristica de R. Entonces R es rud (respectivamente p.r.) siy
s6lo si xr lo es.

Demostracion. Primero supongamos que R es rud entonces existe r(X) tal que
R(X) — r(X) # @, por el inciso (6): f(X) = 1, es rud por lo que:

[ 1, siR(®)
XR_g“*‘{@,gﬁR@L

es rud. Ahora supongamos que xr es rud, entonces:
1, siR(¥X)
XR:{@,gﬁm@
Tomamos a (X) = 1, por lo que R(X) es rud. O
11.) R es rud (respectivamente p.r.) si y s6lo si =R lo es.

Demostracién. Primero supongamos que R es rud, por (10) xr es rud, por lo tanto
h(X) =1— xr(X) es rud y ademds = R(X) <+ 1 — xr(X) # @. Ahora supongamos
que —R es rud por (10) x-r es rud, definiendo h(X) = 1 — xr(X) se ve que R es
rud. O
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12)) Sean f; : V" — V rud (respectivamente p.r.) parai = 1,...my R; C V" rud (res-
pectivamente p.r)i = 1,...,mtalquei # j - RiNR; = Dy Ui<j<p Ri = V",
Definimos f : V" — V por [f(¥) = fi(X)] <> R;(X), entonces f es rud (respectiva-
mente p.r.)

Demostracién. Definimos:

F/= 1')?, SiRif
f (x):{é,() siﬂlgi()y‘c’)

Por (9) cada f; es rud (respectivamente p.r.), definimos f(¥) = Uy <;<p, fi(¥) y por (11)
es rud. 0

13.) SiR(y, X) es rud (respectivamente p.r.) entonces tambiénloes f(y, X) = yN{z|R(z,X)}.

Demostracién. Se hace:

Wy, %) = {{y} si R(y, %)

©®, en otro caso

Por (1) h es rud (respectivamente p.r.). Se define f(y, ¥) = U.e,h(z, X) esrud por (v). O
14.) Suponga R(y, X) es rud (respectivamente p.r.) y que (VX)(3!y)R(x, 7). Hagamos:

Fly, %) = como z € y tal que R(z,X), si (3z € y)R(z, X)
Y @, en otro caso

Demostracion. f(y,X) = Uy N{z|R(z, X)}], por (5) [y N {z|R(z,X)}] es rud. O
15.) Si R(y, X) es rud (respectivamante p.r.), también lo es (3z € y)R(z, X).

Demostracion. Sea r rud (respectivamente p.r.) tal que R(y,X) <> r(y,X) # ©; enton-
ces (Jz € y)R(z,X) < Uzeyr(z,X) # ©. Supongamos que (3z € y)R(z, X) entonces
r(z,X), porlo que U.¢, 7(z,X) # @.SiU,¢, (2, ¥) # @ por lo tanto R(z, X). Veamos que
Uze, 7(2, ¥) es rud (respectivamente p.r.):

o | r(z,X) siR(zX)
h(Z,X) - { @, si —|R(Z,J_C))

Se tiene que f(y, X) = U,eph(z, X) es rud por (v). O
16.) La funcién f(x) = Nx es rud.

Demostracion. Veamos que f(x) = (Ux) N{z|(Vy € x)(z € y)} esrud: =(Vy € x)(z €
y) = Jy € x—(z € y) es rud, por lo tanto Vy € y(z € y) es rud, ya se ha probado que
Ux es rud y finalmente usando (5), f(x) es rud.

U

17.) La funcién f(x,y) = x(y es rud (respectivamente p.r.).
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Pues escribamos f(x,y) = {x,y} y utilizando (16) tenemos que N{x,y} es rud.

18.) Suponga R;(X),i =1,...,m son rud (respectivamente p.r.), entonces también lo es
Ur<i<m Ri y Mi<i<m Ri-

Demostracion.
U Ri <> Ti(f) U,,Ui’m(f) 7& (%)
1<i<m
ﬂ Ri < }"i(f) ﬂ,,ﬂ}’m(f) 7é @,
1<i<m

donde r;(X) U, ..., Urm(X), ri(X) N, ..., Nrm(X) son rud utilizando (2) y (17). O

19.) Definimos:
ze UUJx tal que (z,y) € x

Q, si tal z no existe
Entonces f(x,y) = x(y) por resultados previos es rud.
20.) dom y ran son rud y por lo tanto p.r.

Pues escribimos dom(x) = {z € UUx|(Fw € UUx)((w,z) € x)} andlogamente para
la relacién ran.

21.) x x y es rud. Pues se escribe x X y = Uy,ex Upey { (1, 0) }-
22.) x [ y esrud. Pues se escribe x [ y = x(ran(x) X y).

El siguiente paso es mostrar que los predicado rudimentarios son justamente los
predicados que son X5F. Para esto, es conveniente definir un nuevo tipo de funciones.
Sea f : V" — V; f es simple si y s6lo si, siempre que ¢(z, ) es una X5 -férmula, existe
una Xy Lo-féormula ¢ tal que ZF + [¢(f(X),§) <> $(X,¥)]. Se observa que si f, g son
simples, también lo es su composicién, pues trabajando en ZF sea ¢ una Xy-férmula,
se tiene ¢(f 0 ¢(X),y) <> ¢(f(g(X)), X)) <> ¥(g(X), ) ya que f es simple, y por lo tanto
P(g(X),X) <> (X, ) ya que g es simple.

Lema51. f : V" — V es simple si y solo si:
i) El predicado x € f(X) es Z5F y
ii.) Siempre que A(z) es Z§F entonces también lo es (Vx € f(if) A(x)).

Demostracion. Si f es simple, la férmula ¢(y,z) = z € y es Xy, por lo tanto ¢(f(X),z) =
z € f(%) es equivalente en ZF a una Xo-férmula, es decir z € f(¥) es Z5F; supongamos
que A(z) es £4F. La férmula ¢(y) = (Vx € f(7))A(x) es equivalente a una férmula X
en ZF, por lo que Vx € f(if)A(x) es Z¢F.

Por otro lado sea f : V" — V una funcién tal que cumple (i) y (ii) mostraremos por
induccién sobre la constucciéon de la férmula ¢ que f es simple:
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a) ¢(z,y) =y €z ¢(f(¥),y) =y € f(x) es Z¢" por (0).
b) ¢(z,y) = z = y es decir ¢(z,y) = Va € z(a € y) AVa € y(a € z),por lo tanto
o(f(X), ) =Vae f(X)(acy)AV,a € y(a € z)es ZZE, por (i) a € f(¥) es Z5F,
por (i) Va € f(%)(a € y) es ZZF, por lo que ¢(f(X),y) es 5t
o) ¢(z,%) = P1(z,7) A ¢2(z,¥), entonces ¢(f (%), X) = 1(f(¥),§) A 2(f (%), 7) es Zg",

(
ya que por hipétesis de induccion ¢ (f(X), 1) y gbz (f(%),) son ZZF, y por defini-
ciéon de las formulas X.

d) ¢(x,y) = (%, 4), ¢(f(3),¥) = p(f(2),

jy)e
e) ¢(z,y) =Vu € zp(y), ¢(f(X),§) = u € f(X)P(¥), por h1pétesis de Induccion (i)
es X2F, aplicando (ii) tenemos que 4)( f(%),7) es Z2F

ZgF , por las mismas razones.

Lema 52. Si f es rud, entonces f es simple.

Demostracion. Sea ¢(x,¥) una Xp-férmula, Supongamos que f es rud; procedemos por
induccién en la construccién de f:
) f(xq,...,xn) =xj,esdedr f(x1,...,%) =y >y =x1

a) x € f(X) <> x € x;es X.

b) Siempre que A(z) es Xy entonces (Vx € x;)A(x), también lo es

i) f(x1,...,x4) = {xi,xj} conl <i,j<mn, esdecir f(x1,...,x,) =y <> Va € y(a =
x; Va=xj).
a) x € f(X) & (x=xVx=xj)es X
b) Siempre que A(z) es Z§F entonces Vx € f(X)A(x) = (A(x;) A A(xj)).
iii) f(X) = x; — x;, reescribiendo se tiene f(¥) =y <> Va € y(a € x; N a & xj).
a) x € f(X) &> xexiAx & xjes Xo.
b) Siempre que A(z) es ZFF entonces (Vx € f(¥))(A(x)) = Vx € xi(a & xj —
A(x))) es Zo
iv) f(X) =h(g1(X),...,8(X)). Supongamos que h, g1, . . ., g son simples.

a) x € f(X) = x € h(gi(X),...,gx(X)). Como h es simple, si P(x,y) =y € x,
tenemos ¥ (h(Z),y) =y € h(Z) es X, por lo que x € h(gj,...,gn) es Z5F.

b) Si A(z) es Xy, entonces lo es también Vx € ijA(z), pues por hipéteis de induc-
cion Vx € h(if)A(z) es Xy.
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v) f(y,X) = | g(z ¥). Supongamos que g es simple, entonces f(y,¥) = k <+ Va €
zey

k3z e y(a € g(z,X)).
a) x € | Jg(z,¥ =3z € y(x € g(zx)), como g es simple, entonces x € g(z,x) es

z€y

Yy dedonde 3z € y(x € g(z,x)) es X.

b) Supongamos que A(r) es Xy, (Vr € f(X)A(r)) =Vz € y(r € g(z,x) — A(r)),
como g es simple, se tiene que r € g(z,x) es Xy, lo cudl prueba que Vz €
y(r € g(z,x) — A(r)) es o

]
Lema 53. R C V" es ££F si y solo si es rud.

Demostracion. Si R es 5, digamos definida por ¢ veamos que R es rud por induccién
en la definicién de ¢

a) ¢(x,y) = x € y es rud (ya probado en el lema 50)
b) ¢(x,y) = x = y es rud (ya probado en el lema 50)

o) ¢(x,y) = ~p(X), supongamos que ¥ es rud, hemos probado en el lema 50 que —p(¥)
es rud.

d) ¢(x,y) = ¢1(X) A p2(X), supongamos que ¢1(X) y ¢2(¥) son rud, entonces R =
{X|p(X)} = {x]|¢1(X¥)} N{X|$2(X) } y por el lema 50 la interseccién es rud.

Ahora si xr es rud, por induccién en la construccién de xr

i) xr(¥) = x;, es decir x,(¥) =y <> y = x; es T3

ii) xr(¥) = {x;, xj} rescribiendo tenemos xz(¥) =y ¢+ (y = x; Vy = x;)) es gL
iii) xr(X) = x; — xj, es decir xg(¥) = y > Vx € x;(x € x;) es Z§F.

iv) xr(X¥) = h(g1(X),...,8x(X)), suponemos que h, g1, . .., > satisfacen el lema, como
g1,---,8n son Xy, por el lema anterior se tiene que g3, ..., gx, son simples, como
h estd definida por una Xy-férmula, digamos ¢ (%), entonces existe una férmula
(g1, ---,9n) equivalente a ¢, la cudl es X.

v) Xr(Y,X) = U.ey8(z, X), podemos reescribirla de la siguiente manera: xr(y,¥) =
v+ Vw € vz € y(v € g(z,%)), la cudl es Xy, pues por hipéteis g(z, ¥) es Xy para
z €Y.

]

Corolario 54. i) Si R C V" es Z£F entonces R es p.r.
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ii.) Si R C V" es p.r. entonces R es Z4F.
Demostracion. i) Supongamos que R es Z2F por anterior es rud, entonces es p.r.

ii) Es una consecuencia del lema de estabilidad que mas adelante se probara.

Lema 55. Las funcionesa +1, 0 +2, a - 3, aP son p.r.

Demostracion. a +0 = a

a+1 = aU{a} la cudl es rud, pues se prob6 en el teorema 21(18), que es A%F, y
usando el lema anterior concluimos que es rud, por lo tanto es p.r.

a+(B+1)=(a+pB)+1

x+p :supKﬁa-l—ﬁ.

Esto demuestra que podemos definir « +  por recursién primitiva.

a-0=0.

a-(B+1)=(a-B)+a.

a-p=sup, ga-p.

De igual forma forma « - 8 1o podemos definir por recursiéon primitiva.

Anélogamente para af.

O

Lema 56. Sea f(y,X) una funcién p.r. Se define ¢(v,y,%) = f'(y,X), donde f°(x,X) =y,
U Uy, %) = f(f'(y, %), %), fA(y, %) = Uycrf¥(x, X) silim(A). Entonces g es p.r.

Demostracion.
y siv=20
vy %) =9 f(gByx) siv=p+1
Up<vg(B,yx) silim(v).
O

Definicién 57. Para cualquier conjunto a, existe un tinico conjunto b, denotado por
TC(a) y llamado la clausura transitiva de 4, tal que:

1.aCb
2. b es transitivo.

3. Siempre que a C ¢y c es transitivo, entonces b C c.

Demostracion. Para la unicidad, supongamos que a C by y a C by, ambos transitivos y
tales que satisfecen (3), entonces by C by y by C by, por lo que by = by.

Para la existencia la idea es hacer b = aUJaUJUJa U ..., lo que se formaliza en el
siguiente lema. O

Lema 58. TC es primitivo recursivo
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Demostracién. Sean a un conjunto y G el término clase dado por:

1.F(0) =a,y

2.Vn € wF(n+1) = G(F(n)) = UF(n).

Por remplazo existe B = {y|3x € wF(x) = y}.Seab = UB = U{F(n)|n € w}, el
cudl es p.r. Probemos ahora que b es la clausura transitiva de a.

1. Comoa = F(0) y F(0) € B, tenemos que a € B, porloquea C JB =b.

2. Supongamos que x € by y € x, entonces x € |JB, implica que x € F(n) para
alguna n € w, es decir x C |JF(n), sesiguey € JF(n), porloquey € F(n+1),
entoncesy € (JB = D.

3. Supongamos que a C cy c es transitivo.
Se probara por induccion que F(n) C c.
F(0) = a C ¢, por hipétesis.

Supongamos que F(n) C cy que x € F(n+ 1), es decir x € |J F(n), entonces para
algunay € F(n),x € y. Asix € y € F(n) C ¢, entonces x € y € ¢, y debido a la
transitividad de c, se concluye que x € c.

Asi, hemos probado por induccién que Vn € wF(n) C ¢, porlo que U{F(n) :n €
w} C ¢, esdecirb C ¢ (respectivamente rud).

Por lo tanto G(a) = TC(a).
[

Una clase U es llamada p.r. cerrada (repectivamente rud cerrada) si y solo si f/U" C
U para cualquier funcion f p.r.

Lema 59. Supongamos que U una clase p.r. cerrada (respectivamente rud) y transitiva. Sea f :
V" — V p.r. (respectivamente rud) definida por el esquema de funciones p.r. (respectivamente
rud) go, . .., §p. Entonces la misma sucesion relativizada a U define f | U". Mds generalmente
esto pasa para cualquier clase transitiva U que sea cerrada respecto go, . . ., $p-

Demostracion. Se sigue de que las g; son primitivo recursivo cerradas (respectivamente
rud) y de que U es p.r. cerrada (respectivamente rud). O

Recordemos que 7 es el colapso de Mostowski y que 7w : U = W, donde W es
transitivo, estd definido como 7t(x) = {7t(y)|y € x}. Observemos que:

w {11(2)|z € {x}} = {{n(2)|]z € x}}, puessia € {n(z)|z € {x}}, se tiene que
a=r(x) ={n(z)|z € x} € {{m(z)|z € x}}, para la otra contencién tomemos
a € {{n(z)|z € x}}, esdecira = {m(z)|z € x}, es decir a = 7m(x), por lo que

(
a€{n(z)|z e {x}}.
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m 71(x1,x2) = (7(x1), 7w(x2)). Sea w € 7(x1,x2), entonces existe un y € (x1,xp) tal
que 77(y) = w. Sin embargo que y € (x1,xp) quiere decir quey € {{x1}, {x1,x2}},
esdeciry = {x1} oy = {x1,x}.Siy € y = {x1}, entonces n(y) = {n(z)|z €
x1}, es decir y = m({x1}) usando lo anterior concluimos y € {{{n(y)|ly €

x1} L)y € vt {n(y)ly € x2}}} = (7t(xq, x2)). Adlogamente si supone-
mos que y = {x1,xp}, y para la otra contencion.

De aqui podemos concluir que 7(x;,...,x,) = (7t(x1),...,7(xy)), pues por in-
duccién se tiene que 7t(x;, x2) = (7t(x1), t(x2)) ya probado. Ahora supongamos
que 7T(x;,...,x,) = (7(x1),...,7(xy)), queremos ver que 7T(X;, ..., Xn, Xp41) =
(rt(x1),...,7(xn), m(xy11)), pero para esto solo necesitamos la definicion de n-
ada ordena, (xj,...,%n, Xp+1) = ((xj,...,%n), xy41), aplicando la base de induc-
cion se tiene 7t(xj, ..., Xn, Xpi1) = (0(x1), ..., 7w(xn), T(Xp41))-

Lema 60. Sean U es p.r. cerrada (respectivamente rud), y t : U = W, donde W es transitivo.
Entonces para cualquier funcion f p.r. (f(X)) = f(7(X)) para todo ¥ € U. Mds general-
mente, esto pasa para cualquer U que es cerrada bajo las funciones p.r. que definen el esquema

de f.

Demostracion. i) 7t(f(x1,...,xn)) = 7(x;), por otro lado tenemos que

flr(xy, .. xn)) = f(m(xa),. .., 7w(x2)) = 7(x;)

ii) 7t(f(x1,...,%n)) = m({x;, xj}), por otro lado f(7t(x1,...,xx)) = f(7(x;), 7(xj)) =
{7 (x;), m(x;) }, probemos que es igual a 7({x;, x;}). Sea z € ({x;, x;}), entonces
z = m(x;) Vz = 7(xz), por lo que z € {7t(x;), 7t(x;)}. Sea z € {m(x;), 7t(x;)},
entonces z = 7(x;) Vz = 7(xj), es decir z = 7(y) con y € {x;,x;}, es decir
z € ({x, xj}).

iii) 7t(f(x1,...,%n)) = m({x;, x;}), por otro lado

f(ﬂ(xlf cooxn)) = f((x), o, (an)) = 7(x) — 7t(xj)
= {nWly € xi} - {ﬂ( Ny € xj} ={ny)ly € xi Ny & 3} = 7(xi — x7).

iv) (f(xq,...,xn)) =h(g1(x1, ..., xn)...Qk(x1,..., %)), es decir debemos probar que
(h(g1(xe, .o, xXn) o Qk(x1, -, x0))) = (g1 (7t(x1, .., x0)) . Qk(7T(x1, ..., xn))),
y supongamos que /1, g1, g satisfacen el teorema, entonces por hipétesis de induc-
cion:
(h(gr(x1, o xn) oo (X1, .., x0))) = h(m(g1(x1, .o, xn) oo Qk(X1, .., x0))) ¥

(g1(x1, .o, xn) oo Qk(x1, o xn) = ((g1(x1, .oy xn)) oo 7T(Qk (X1, -+, X))
por lo que

h(r(g1i(x, .. xn) oo Qk(x1, oo, xn))) = h(m(g1(x1, .o, xn)) o 7T(Qr (X1, - .-, X0)))
h(g1(mt(x1), ..., w(xn)) ... (gx((x1), ..., 7T(xn))).
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v) fly,x1,...,%,) = Uzeyg(z, X1,...,%Xn). Supongamos que g(z, x1,...,x,) satisface el
lema; debemos probar que

n(U Q(z,x1,..., %)) U Q(z, m(x1),...(xn))

z€y zen(y)

Basta mostrar que 7(|JA) = U t(A):Seax € n(UA) = {n(y)|y € UA}, esdecir
x € 1(UA) «+» Jw € Atalquey € wAt(y) = x +» n(y) € (A) por lo que
x € U (A). La otra contencién es analoga.

n(U g(z,x1,...,xn)) = n(U{g(z,xl,. x|z €y} =)

zey

Urn({g(zx1,...,x0)|z €y}) = U m(g(z,x1,...,xn)) =

z€y

U g(nt(z), w(x1),...,7(xn))) por hipotesis de induccion.

z€y
vi) 7t(f(x1,...,xn)) = w, esto ocurre pues w es transitivo.

vii f(y,x1,...,x0) = g(y, (x1,...,x0), (f(z,x1,...,%x4)|z € h(z))), donde z € h(y) —
rn(z) < rn(y). Debemos probar:

m(g(y, (X1, xn), (f(z, %1, Xn) |2 € 1(2)))) =
8(r(y), (rw(x1),..., 7w(xn)), {f (71(2), (x1), ..., 70(xn))|70(2) € h(2)))

Por hipétesis de induccién se tiene:

z,X1,--,Xn)|2 € h(2)))) =
Kﬂzm,-xwheﬂ)ﬁ)
), 7(x1), -, 70(xn))|71(2) € B(2))))

m(g(y, (x1,- .., xu), (f
g(n(y), (m(x1),..., 7w(xn)
g(m(y), (m(x1), ..., 7w(xn)), (((

(
)

n(z

7T

]

Lema 61. Sean X una clase, y U su clausura p.r. cerrada (esto es la menor clase p.r cerrada que
contienea X) y 7w : U = W donde W es transitivo. Si t | X = Id | X, entonces w = Id | U.

Demostracién. Se puedeveral = {f(X)|X € Xy f p.r.},puesU C {f(X)|X¥ € Xy f p.r.}
debido a que x = id(x) es p.r, Para la otra contenciéon tomemos y € {f(¥)|¥ € Xy f p.r.},
entonces y = f(x) para alguna f p.ry x € U, y como U es cerrado bajo funciones p.r.
tenemos que f(x) € U, esdeciry € U.

Sea y € U, por lo anterior podemos ver a y como f(x) para alguna f p.r.y x € X,
por el lema 60, se tiene 7t(f (X)) = f(r(X)) = f(X) =id | U. O

En este momento se ha completado la discucién sobre el conjunto de funciones p.r.
Ahora es el turno de estudiar la complejidad 16gica del predicado de satisfaccion.
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4.2. Aritmetizacion de L. Semantica de Ly

En esta seccion se pretende con ayuda de las funciones p.r. investigar la nocién de
satisfaccién de primer orden y, en concecuencia, la definicién de L, empezando con una
definicién formal del "lenguaje”. Definimos:

Variables v, = (0,n) conn € w.

El predicado vbl(vg) = “vg es una variable” es ZZF, pues vbl(vp) <> In € w(v, =
(0,1)).

Constantes x = (1,x),x € V

El predicado const(vp) = "oy es una constante ” es nuevamente 4% const(vg) <
dx € TC(vg) (v = (1,x)).

féormulas primitivas: x € y = (2, (x,y)) donde x, y € vblJconst.

x =y = (3,(x,y)) donde x,y € vblJconst.

El predicado PFml(vg) = “vg es una férmula primitiva ” es 4, ya que PFml(vg) +>
3%,y € Te(00) (00) = (2, (x,)) Voo = (3, (x,))

La demds férmulas se definen por recursion: ¢ A P = (4, (¢, ))

¢V =5 (09))

¢ = =(6(09))
¢ =(7,(09)
—¢ = (8,¢)

Vo = (9, (1,¢)), u €vbl
3¢ = (10, (11, $)), u Evbl

B u,v € vbl u#v
Vu € vp = (11, (u,v,¢)) tal que { u € vbl v € const.

u,v € vbl u#+v
u € vbl v € const.

Ju € vp = (12, (u,v,¢)) tal que {

La clase de férmulas de Ly es la cerradura de PFml bajo las operaciones anteriores.
Vamos a demostrar que el predicado Fml(vg) = "vg es una formula” es p.r.

Observacién 62. Las funciones vbl(u)=vbl, = {v;|i € w} y const(u)=const, = {x|x €
u} son primitivo recursivas.

Demostracion. i) vbl, = {vl|i € w}: g(n,u {(0,n)}, k(1) = w se tiene vbl, =

) =
hik(u),u) = | gmu)= | {(0,n)}.

nek(u) mew

ii) const, = {x|x € u}: g(x) = {(1,x)}, andlogamente const, = h(k(u), u)

= U stmnu)= U {(On)}

nek(u) mew

]

Observacién 63. Sea PFml, = {t; € tp|t1,tp € vbl, Uconst, } U{t; = t2|t1,tr € vbl, U
const, }. La funcién PFml, es p.r. como funcién de u.
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Demostracion. Sean k(u) = vbl(u) | const(u)
g1(t, ) = {t € b}

g2(t, t) = {t1 = t2}
fl( ) = h(k(u), t2) = Up ek 81(t1, t2)
fo(u) = h(k(u), t2) = Uperw) §1(t1, t2)
fa(u) = h(k(u), t2) :Utlek(u)gZ(tlth)
fa(u) = h(k(u), t2) = Uperu) §2(t1, t2)
Por lo que PFml, = (1 U f2) U(f3 U f1) es p.r.

Observacién 64. const= |J, const, y const(x) <+ x € constrc(y)-

Demostracién. i) Sique x € constrc(y), entonces x = zconz € TC (x) porloquez € V
y por lo tanto Z €const.

i) Por otro lado si x €const, x = 2 = (1,z) pero z € TC(x) por lo que z Econstrc/y) es

decir x €constrc(y).
O

De la misma manera se tiene:
Observacién 65. PFml= (J,PFml, y PFml(x) <> x €PFmITC(x).

Demostracion. i) Six €PFmlrc(y) entonces x =1 € £ 0 x = 1 = f con

t1,t2 €vblrc () Uconstre(y por lo que x €PFml.

ii) Ahora supongamos x €PFml, entonces x = t; € tox =t; = tpconty, fp

€ vbl Uconst. Si t,t; € vbl entonces f; €vblyc(;,) Cvblrc(y), andlogamente para

los otros casos, por lo que x EPFmITC(x).
]

Nuestro siguiente paso es mostrar que Fml es p.r.

Definicién 66. Sea F(v,u) = {x Ay|x,y €c v} U{xVy|x,y € v} U{—x|x € v} U{x —
ylx,y € v} U{(Vx)y|x € vbl,,y € v} U{(Ix)y|x € vbl,,y € v} U{(Vx € z)y|x €
vbl,,y € v,z € vbl, Uconst, — {x}} U{(Ix € z)y|x € vbl,,y € v,z € vbl, U const, —

{x}}.

Se escribe Fml!, cuando se refiera a FY(PFml, u). En particular se tiene Fml,, =Fml¥,
por lo que Fml es p.r.

Observacién 67. Fml= (J,Fml, y Fml(x) <> x €Fmlrc(y).

Demostracién. i) Suponiendo que x €Fmlr¢(,), entonces x Ele’T”C(x). Sim=0,x €
F(PFmlrc(y), Te(x)), por lo que x es una férmula. Si m = n + 1, entonces x €
FrHl (PFmlrc(y), Te(x)), por hipétesis de induccién x € F"(PFmlyc(y), Te(x)) son
férmulas por lo que x es una férmula.
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ii) Ahora si x €Fml, entonces x es una férmula, la demostracién es por induccién sobre
la construccién de x, la base de induccién ha sido probada en la observacién 65, a
modo de ejemplo se mostrard para x = Vz¢, suponiendo que ¢ €Fmlrc(4); como
TC(¢) € TC(x), se tiene ¢ €Fmlrc(y), por definicién x €Fmlrc y).

O

Lema 68. Se define

Fr(¢) = El conjunto de variables libres en ¢, si Fml(¢)
"=\ o en otro caso.

Fr es definible por recursion.

Demostracion. Fr(¢) = G(¢, (Fr(x)|x € Te(x))) donde G es p.r. por lo que Fr(¢) es p.r.

(@ si =Fml(x)
@ six =t = tp : const(t;) A const(t,)
@ six =1t € tp: const(ty) A const(tp)
Glx,y) = {H} six =t =tp:vbl(t;) A const(ty)
’ {t2} six =t =t : const(fy) A vbl(tp)
{tl,tz} six=t =t Vx=1H € t:vbl(ty) A vbl(tp)
Fr(x1) UFr(x;) x=x1AxVx=x1Vx
| Fr(x) —{y}  six=Vyx;V Jyx;.

]

Si ¢ es una férmula, x es una variable,y f es una constante, ¢(x/t) denota el resulta-
do de remplazar cada ocurrecincia libre de x en ¢ por ¢.

Lema 69. Se define
Sub(¢, x,t) = { ¢(x/t), siFml(p), vbl(x) const(t)

%) en otro caso.

Sub es definible por recursion.

Pues Sub(¢,Z) = G(¢,Z, (Sub, y,z|y € TC(¢))), donde G es p.r. por lo que sub lo es
también:

(@, si =Fml(x)

t =t six =t; =ty : const(t])y const(t,)

b=y six =t; =t: const(t)y vbl(t)

y=y six =t =ty : vbl(ty) y vbl()

t1 =t six =t; =ty : const(t)y const(t;)

o) e six =1 € tp: const(t;)y const(t)

Glxy2) = they Six=t €ty const(tl)};fvbl(tz)

y==t six =t € tp : vbl(t1)y const(t,)

Sub(z) six = —z: Fml(z)

Sub(z1)Sub(z) six =z Azp Fml(z1) y Fml(z)

VySub(z) six = Vwz(t) : Fml(z)y vbl(w)

JySub(z) si x = Jwz(t) : Fml(z)y vbl(w).
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Formalmente la notacién =, ¢ significa que ¢ es un enunciado de £, el cudl es
verdadero en (u, €) bajo la interpretacién obvia como miembros de const,,.

Note que la funcién que envia x €const, a x € u es p.r. (x €const, entonces x = z =
(1,z) esdecir f(z) =zesp.r.)

Lema 70. La funcion f(u) = {¢| =u ¢} es p.r.

Demostracion. Definiendo f(v,u) = {¢ € Fml}| [, ¢}. Como f(u) = f(w,u) es
suficiente probar que f es p.r. Sea g(u) = {¢ € Fml,|Fr(¢) = Dy}, por los le-
mas anteriores ¢ es p.r. Haciendo h(v,w) = v U {p AP|p,p € v} U...U{Vx¢|(Vy €
w)lp(x/y) € v]} U{Vx € 2¢|(Vy € wNz)[p(x/y) € v]} U... h es p.r. Finalmente

f(v,u) =h'(g(u),u), porlo que f esp.r. O
Similarmente, f(u) = {¢| E° ¢} esp.r.
Lema 71. La funcién Def es p.r.

Demostracion. Definiendo h por h(u,¢) = {x € u| =y ¢(vo/x)}. Tomando f como en
el lema anterior h(u, ¢) = u N {x|Sub(¢,vo, x) € f(u)} por lo que h es p.r. observando
Def(u) = h'({u} x Fml,) la prueba esta concluida. O

Para completar nuestro andlisis de Ly y su semdntica se estudiara la jerarquia cons-
truible a detalle.

4.3. LaJerarquia Construible

Lema 72. (L,|v € On) es p.r.

Demostracion. Se puede observar que si g es p.r. entonces la siguiente funcion también
lo es.

u siv=20
H(v,u,z) = { g(z(B+1)) siv=p+1
Upwz(B)  silim(p).

Haciendo L, = Def"(®) queda demostrado el lema.

Corolario 73. "y = L,” es A%F.

Demostracion. Recordemos que si f es una funcién y el dom(f) es ITZF, entonces f y el
dom(f) son A%F . Ly es p.r. por lo que es leF , solo restaria mostrar que On es H1ZF :

On = Trans(x)(Vy € x)(Vz € y)(y € zVz € yVy = z) donde

Trans(x) = (Vy € x)(Vz € y)(z € y) por lo que On es Z5E. O

Corolario 74. El predicado "x es construible”(i.e. x € L) es X£F.

Demostracion. x € L <> (3a)[On(a) Ax € Ly]. O
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Corolario 75. Sean M un modelo transitivo de ZF y « € On N M. Entonces L, € My
Ly = LMy por lo tanto L C M.

Demostracion. Por el corolario 73, el predicado y = Ly es absoluto para M, y sabiendo
que M |= ZF, se tiene que « € M — (LM) € M. O

Corolario 76. Para toda a € On, (Ly)* = L, por lo que (L)t = L.

Demostracion. L es un modelo interno, por lo que es transitivo y contiene a todos los
ordinales, es decir L, = (Ly)" Va € On, porlo que L = JL, = U(Ly)t = L. O

Corolario 77. Para todo a € On infinito (L,|v < &) es A%

Demostracion. L, es evidentemente cerrada bajo la funcién (L,|v < «) esto es por que

v <w, L, C L, por el lema 59 esto es la restriccién a « de una funcién p.r y por lo tanto

es XZF O
1

4.4. El Lema de Estabilidad

Llamamos a un ordinal a p.r. cerrado si y s6lo si f : a™

f:0n™ — Onp.r.

En el siguiente resultado intentamos caracterizar la clase de los ordinales p.r. ce-
rrados, para esto definimos una sucesion de funciones a, : On — On: ap(x) = a« + 1
Ay (0) = a2 (a)

En la teorfa ordinaria de recursion a, restringida a w se le conoce como la n-ésima
rama de Ackerman; siendo esta p.r observemos que no utiliza el esquema (vi). Defini-
mos a a =< a,|n,m > conocida como la funcién de Ackerman.

— « para toda funcién

Observacion 78. a, es estrictamente mondtona.
Demostracién. Por induccion sobre n
i) Sin = 0, entonces 4y es la funcién sucesor que es estrictamente mondétona.
ii) Supongamos quen =m+1yquea < f:
Ayt () = a3, () < a32(B) = ams1(B)

por lo que a, es estrictamente mondétona.

Observacion 79. « < ap(a) < aj(a),...,ay(a) < ...paraa € On
Demostracion. Por induccién sobre n

i) « < ap(a) por definicion.
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ii) Supongamos que n = m + 1:
an1(e) = a2 > a3 = an (a3 () > an(a)

]

Lema 80. Definimos |x;, ..., Xm| = max(rn(x;),...,rm(xy)). Si f es p.r. sin usar w como
constante, entonces existe un n tal que:

|f(X)| < an(X) para toda (%).

Demostracion. Este lema se demuestra por induccién sobre la construccién de f. Para
este propdsito es conveniente remplazar el esquema:

vii) f(xq,x2,...,%0) = g(y, (x1,x2,...,%xn), (f(z,x1,%2,-,%n)|z € h(z))) donde z €
h(y) — rn(z) < rn(y) por el esquema:

Vii’) k(xll X2euny xn) = g((xll X2,euny xn)/ Uzey k(Z, J_C’))

Que vii’) es suficiente puede ser mostrado como sigue: Sea k(y, x) = h(y, x, (f(y,x)|z €
y)). Haciendo k(y, x) = {(k(y, x), x,y) }. Entonces k es definible por recursion.

k(y, x) = {(h(y, x, Uzeyk(z,x)), x, 1) } = &' (v, %, Uzeyk(z,)).

n_.rs7s

Remplazando la primera coordenada "y” en el lado derecho por

"dom(Uzey)f(z,x)” ya que Usey f(z,x) =y

Se llega a la ecuacion:

k= g(x, Uzeyf(zr x))

Que es primitivo recursiva por esquema v).
Por lo que f(x,y) es p.r:

g1(x,y) =Uf(xy) = (f(x,y),x,y) esp.r.
22(x,y,z) = x es p.r por lo que:

g2081(x,y) = &({f(xy) xy)) = f(x,y) espr.
Empecemos la demostracién por induccién en la construccion de f:
) F(%) = x;: |x] < %] < ao([%]) por lo que || < ao(|]).

i) f(X) = {x;,x;};si|x,y| = a, entonces [{x;, x;}| = a +1, [x,y| < ao(|x,y|)
< ap(ao(|x,y|)), porlo que a +1 < ap(|x,y|) = a1(|x, y|), entonces

f(%) = ar(lx,y)).
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iii) f(X) = x; — x;. Supongamos que |x;, x;| = a entonces |x; — x;| = a asi que f(X) <
ao(f).

iv) f(¥) = h(g1(X), 2(X),...,gn(X). Para cada g1(X) con1 < i < n tenemos 4;(X) con
0 <i<mntalque|g(X)| < a;(X)y para |f(X)| tenemos ai(X). Sea N = max{{i|1 <
i < n},k} porlo quean(X) > ¢g1(X) paral <i < nyau(X) > f(¥) de donde se
sigue:

[f(X)] = [r(g1(%), 82(X), - - ., gn (X)) ] < an(|g1(¥), 82(X), - - -, g (X))

|x|+2

an(an(X)) = ax (% X) <ay (%) =any1(X).
V) f(y, %) = Useyg(z %).Seamy(|2], ¥) > |g(z, %)|. Porlo tanto, | (v, )| < a1 (|2 7).
)

vil) f(y,X) = g(y, X, < f(z,X)|z € y >) el cual remplazamos por:

fly, %) = g(x,Uzey f (2, %)).

Probemos primero por induccién sobre y la suguiente afirmacién:

Fy, )| < af (D).

Sin pérdida de generalidad se puede pensar que X = x. Suponiendo que esto pasa
para z € y, tenemos:

|F(y,x) = 18(x, Uzey) f (2, 0)| < an(lx, Uzey f (2, 2)]) < an([]x], sup,<jyian ™ (12])]) =

+1
a1 ().
Lo que demuestra la afirmacion.

Asti:

Fy, )] < alf ™ x) < a Ty, x)) < a7y x) = anea(y, %)),

De este lema se sige el siguiente corolario:
Corolario 81. a) « es p.r. cerrado si y solo si a es cerrado bajo las ramas de Ackerman.
b) V, es p.r. cerrado siy solo si a es p.r. cerrado.

Demostracion. a) Supongamos que « es p.r. cerrado; como las ramas de Ackerman son
p.r. entonces « es cerrado bajo las ramas de Ackerman.

Supongamos que que « es Cerrado bajo las ramas de Ackerman y supongamos que
existe una funcién p.r. f tal que fa] ¢ «. Por el lema 80 existe una n tal que f(B) <

an(B) < an(a) VB < a.
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b) Por el lema 80 basta demostrarlo sélo para las ramas de Ackerman. Supongamos
que V, es p.r. cerrado, y supongamos que &« no es p.r. cerrado, existe una rama de
Ackerman a, y B € w« tal que a,(B) ¢ a, por lo que & < a,(B); es decir, a,(B) ¢ Vy
pues V, N On = &, lo cual contradice el hecho de que V, es p.r. cerrado.

Ahora supongamos que « es p.r. cerrado y que V, es p.r. cerrado y que V, no es
cerrado, digamos respecto a a,,, entonces existe x € V, tal que a,(|x|) ¢ V4, es decir,
a < a,(|x|) contradiciendo el hecho de que « es p.r. cerrado. O

En este momento estamos listos para probar el Lema de Estabilidad.

Lema 82. Estabilidad. Si f es p.r. entonces existe una Xo-formula ¢¢(z,y,x) (la cual con-
tiene sélo a w como constante) y una funcién p.r cerrada normal f : On — On (Una "fun-

cion“normal h : On — On es aquella tal que es estrictamente creciente y para culaquier ordinal
limite vy se cumple h(7y) = sup, ., h(C) ) tales que:
a) y= f(X)siysolosi Iz F ¢(z,y, X).

b) Siu es transitivo, ¥ € Ly, y |X] < f (&) entonces:

i) (%) € L)
ii) y = f(¥) siysolosi 3z € Ly, F @(z,y,%).

Demostracién. El Lema de Estabilidad se prueba por induccién sobre en la construccién
de f.

i) f(¥) = x;,1 < i < nesuna Xp-férmula pues f(X¥) = z < z = x;, es decir

y = f(¥) <> Jzy(%, z), proponemos f(a) = a + 1, la cual satisface el lema.

ii) f(¥) = {x;,xj}, 1 < i,j < n es nuevamente una Xo-férmula pues f(X) = z <
(w €z = w = x;Vy;), es decir y = f(¥) + 3z¢p(¥,2,y), proponemos f(a) =
« + 1, la cual satisface el lema.

iii) f(X) = x; — xj, 1 < nesuna Xo-férmula pues f(X¥) =z < (w €z — w € x; € x;),
es decir y = f(¥) < Jzy(%,z,y), proponemos f(a) = a + 1, la cual satisface el
lema.

iv) f(¥) = h(gi(X),..., k(X)) es Xy pues
f(x) =z Juy,...uy3u(uy = gi(x), ..., up = (%) ANu=h(uy, ..., ug)),

y existen funciones ordinales &, g1, . .., $x que satisfacen el Lema de Estabilidad.
Definimos la siguiente sucesioén de funciones:

fo=3ufi=n1@) f2=3(h(g1)) -, fox = h(fi-1), i1 = h(fie), -
Sea f = supy.,, fx, Supongamos que X € L F(a) €legimos un n € w tal que X €
Ly, ), Por 1o que h(gi(%), .., g(%)) € Lyixin.
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V) f(y,X) = Uzeyg(z, X), es Zg ya que la unién y g son Xy, Definimos f(«) = g(a) +1.

vi) f(X) = wes Zgyaque f(X¥) = z < z = w,esdecir y = f(¥) < JzP(X,z),
proponemos f(a) = a + 1, la cual satisface el lema.

vii) Sea g(x,v) tal que satisface la conclusion del Lema de Estabilidad y sean: f(y, x) =
g(x, < f(z,x)|z €y >), pg(z,w,x,v) y g como en el lema. Sin pérdida de genera-
lidad podemos hacer la siguiente suposicion:

x|, ly| < &a) = [{f(z x)|z € y)| < g(a). (45 %)
Esto es posible ya que: f'(y,x) = (f(z,x)|z € y) es p.r., por lo tanto existe 4, tal
que |{(f(z,x) : z € y)| < an(|ly,x]) < Z(an(|ly,x|)). g 0 a, es también normal y
cumple todo lo requerido, ya que Ly (o) € Lgog, (a)- Sea $(h, k, A) la férmula:

goay

Fun(h) Audom(h) C (h) AVy € dom(h)3z € kgg(z, h(y), x,h [ y).

¢ es una Xo-férmula. Mds atn, si = ¢(l1,9, %) entonces h(y) = f(y, x) para todo
y € dom(h), se muestra por €-induccién. Supongamos que si z € y entonces

h(z) = f(z,x).

fly,x) = g(x, {f(z,x)|z € y)) = g(x, (h(z)|z € y)) = g(x, h [ y)
C)omo ¢(h,k, x), en particular 3z € kg (z,h(y),x,h [ y)siysélosih(y) = g(x,h |
).
Afirmacion. Si ly| < «; [x| < B, y,x € Lgy 6 = f(a, B), entonces existe un i € L;
tal que y € dom(h)A = ¢(h, Ls, %).
La prueba de esta afirmacién es por induccién sobre «:

Sia = 0, es trivial.

Supongamos, que la afirmacion ocurre para a. Sean |y| = a+1y 6 = f(a,B),
hagamos h* = U{h € Ls| = ¥(h, Ls,x)}. Entonces h* € Ls,1 yy C dom(h*) ya
que si u € y entonces |u| < a por lo que se cumple la hipétesis de induccién es
decir u € dom(h) C dom(h*). Aquih* [ y = (f(z,x)|z € y) pues h(y) = f(y, x).
Por (***) concluimos que |1* [ y| < §(6 + 1) como h* [y € Lg(541), por definicién
de rango, tenemos:

fly,x) = g(x,h* [ y) € Lg(ss1)32 € Lgsiny E @(2 f(y, %), 1 [ y).

Ahora sea f(a) la enumeracion de los ordinales p.r. cerrados f(, ). Obtenemos
esto mediante f(x) = f(a, «) y definimos:

f=0

f(A) =sup,_, f(v) para ordinal limite A

Sea ¢¢(v,z,y,x) la formula 3h € v(y(h,v,x) A (z,y) € h), por lo que ¢y, f tiene
las propiedades requeridas.

]
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4.5. Ellema de condensacion

Corolario 83. (Lema de Condensacién). Suponiendo lim(a). Si X <5, Lg, entonces existe
B < atal que (X, €) = (Lg, €).

Demostracién. Sean X <y, Ly y lim(a). Entonces (X, €) es extensional: para x,y € X
y x # y se tiene, usando la transitividad de L, Ly, = 3z(z € x <> z € y) y como
X <5, Ly, X = 3(z € x < z € y). Esto garantiza que podemos usar el lema del
colapso, sea 7t : (X, €) = (W, €) donde W es transitivo.

Ahora (Ly|v € On) es p.r. y L, es cerrado bajo su propia definicién; se tiene que si
v € X entonces L, € X;puessiv € X, v € L,, por lo que

L, = Jy(y = L,), por lo tanto

X =y = L)
Por lo que X es cerrado bajo la definicién de (L, [ v € X), pues parav € X rt(L,) =
L7T(V)'

Llamemos g = 7t”(X N On) (el rango restringido a X N On), donde 7t es el colapso
de Mostowski, por esta razén B debe ser un ordinal. Acontinuacién se mostrard que
efectivamente, W = Lg. Como X <x, L,y lim(a), supongamos que B = 7 U {7}, se
observa B ¢ W, pero W |= On(7):

W = 3(On(x) AV(y # xU{x})) Como Wy X son €-isomorfos

X E3(On(x) AV(y #xU{x})) pues Wy X son €-isomorfos

X EV(y # 70U {7})

L |= ¥3(On(y) A On(z) Az = y U{y})

Ly = 3(On(z) ANz =vyU{7})

X | 3z(0On(z) Az =y U{v}) lo cudl es una contradiccién por lo que lim(p).

El siguiente paso es mostrar que W C Lg. Sea w € W, entonces existe x € X tal
que 77(x) = w, y por su puesto x € L,, entonces también L, = (Iv)(x € L,) ya que
« es un ordinal limite. Debido a que X <y, L, y usando el Lema de Estabilidad antes
mencionado, se tiene X = (3x)(x € L), aqui es necesario el lema de estabilidad, pues
Ly no es modelo de ZF. Existe v € X tal que x € Ly, por lo que 71(x) € 7(v) = Ly, C
Lg es decir 7t(x) = w € Lg.

Inversamente para ver Lg C W, tomese y € Lg, entonces para algin v € X N On
¥ € Ly, sin embargo por definicién de 7, L, es el colapso transitivo de L, N X.
Aquiy = 7(x) para algtin x € L, N X. Asiy € ran(mr) = W. En otra palabras Lg C W
y la prueba esta completa. O

Demostrando el lema de condensaciéon completamos la prueba de que L satisface la
hipétesis generalizada del continuo.
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Capitulo 5

La Semimorass

5.1. Definicidon de la semimorass.

Empecemos, por considerar el lenguaje £ = {A, ...} donde A es un 1-predicado, sea
U= (A,A,..)sedice que es un (x, A)-modelo, si |A| =k y |A| = A.

Para cardinales infinitos a, B,k y A se define la nocién de Propiedad General de
Transferencia:

(&, B) = (1, A).

Lo que significa que si una teoria T tiene un (&, f)-modelo, entonces también tiene
un (x, A)-modelo elementalmente equivalente al primero.

El teorema de Lowenhim-Skolem establece que dado un modelo de cardinalidad x
de un lenguaje numerable, se pueden obtener modelos de cardinaidad arbitraria. Ade-
mas podemos encontrar una version generalizada del mismo, el cudl dice que para
cualesquiera cardinales infinitos &« < 8 se tiene:

(B,a) — (zx*,ac).

Entonces surge la pregunta natural, ; cudndo una teorfa T de un lenguaje numerable
L, la cudl tiene un (x,A), también tiene (x*, A)-modelo elementalmente equivalente?
Esto se conoce como la conjuetura "gap-one".

Es decir lo que se busca es aumentar la cardinalidad del universo, sin variar la car-
dinalidad del predicado. Este problema no lo podemos resolver con una cadena de
modelos, pues en esta no podemos tener el control de la cardinalidad del predicado, de
cada uno de los modelos involucrados en ésta.

Eliminando la posibilidad de usar una cadena de modelos, entonces el problema es
establecer algtn tipo de sistema de indices sobre el cudl se pueda construir un sistema
de modelos, que resuelva el problema. Dicho marco o sistema de indices la llamaremos
una semimorass, 0 mas precisamente una semi(x™,1)—morass.

A fin de férmular la nocién de semimorass vamos a fijar algtn tipo de representa-
cién esquematica de lo que requiere.

63
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La finalidad es construir A una estructura de cardinalidad ™, y una cadena cre-
ciente de tamafio x, donde | A,| = k parax™ <v < k.

Axir+l -41/ Al‘/_Jrl A

K K—I—l Vv—]—l K'+

Ademds para cada v entre k y kT, tenemos una cadena de modelos con limite A,
Cada miembro de esta nueva cadena es una estructura de cardinalidad x. Se puede
indexar a las estructuras cuyo limite sea A, con ordinales menores que x, asi podemos
nombrar a estas estructuras Ay,.. Es importante notar que no se utilizardn todos los
ordinales T < «, sélo alguna coleccién asociada con v mediante una relacién bien-
fundada < sobre ¥ de manera que {7|T < v} estd totalmente ordenado por <y T T
impica en cierto sentido A, extiende a A, z. El siguiente paso es determinar la sucesiéon
(Av|w1 <v < wz).

Ahora que se tiene claro como deben ser los modelos A,, A,, concentremos en
el sistema de indices en los que vamos a definir el sistema de modelos, esto sera la
semimorass.

Definicion 84. Sea ¢ un conjunto de pares ordenados tal que & < v < ¥, & < k y cada
vez que (a,v), (¢/,V") € g, entonces:

a<a sv<a

Intuitivamente esto es para asegurar que nuestros intervalos"sean disjuntos.
Se define:

SO ={a cx+1|F[(a,v) €|}

St={vecx+1|3af(a,v) €|}

S=35%ust

Sy = {v € SY(a,v) € ¢} paraa € S°.

&, =El tnico ordinal a € S tal que («,v) € ¢ parav € S?

Intuitivamente S, es la k"-cadena que estamos tratando de determinar, mientras
que cada S,, con « < k es una k-aproximacién de x .

K kT

e

Sea <1 un orden sobre S! tal que < es un 4rbol y

VAT =y < &g
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Sea (71,7|v < T) un sistema conmutativo de funciones.
M = (5,6, <, (1tyr)v — T), es una (k, 1)-semimorass si satisface los siguientes axio-
mas:

MO a) S, escerrado ensup(S,) para todaa € S°y si & < x, entonces sup(Sy) € S.
b) x = max(S°) = sup(S° N«) y x* = sup(Sy).
M1 Siv <, entonces: Ty [ &y = id | ay, 7yr(y) = &y, Ty (V) = T, Tyr[Sa,] C Sa, v
1) Si 7 es el menor elemento de S,,, entonces 77,(7y) es el menor elemento de
Sa..

2) Si y sucede inmediatamente a B en S,, N (v + 1), entonces 7,(7) sucede
inmediatamente a 77, (B) en Sy, N (T + 1).

3) Siy eslimiteen S,, N (v + 1), entonces 71, (7y) es limite en S, .

(M1) dice que las funciones 71, encajan cada intervalo"de la semimorass Sy, N
(v + 1) dentro de otro intervalo de la semimorass S,, N (T + 1).

M2 SiTQTy 7 € Sy, NTyV = e (7), entonces v<A7y 7y [ 7 = e (V)
(M2) dice que los encajes 715, se comportan muy bien hacia la derecha para cada
renglén S.

M3 {a,|v <iT} es cerrado en a; para todo T € S'.
(M3) Dice que a medida que avanzamos a lo largo de una rama {v|v < 7} del
arbol de la semimorass todo limite existe en esa rama.

M4 Si T es méximo en S,, entonces el conjunto {ay|v < T} es no acotado en ar.

(M4) Dice que cualquier punto que no esta a la extrema derecha de su nivel es un
punto limite del arbol de la semimorass. Esto tiene la sorprendente consecuencia
de que si a es un punto sucesor en S, entonces S, tiene un s6lo miembro.

M5 Si {a,|v < T} es no acotado en a, entonces

= mv
vT

5.2. Construccion de una semimorass en L.

Antes de construir una semimorass, probemos algunas propiedades de cada Ly
cuando « es regular, que serdn de gran ayuda posteriormente.

Lema 85. Sea x > w un cardinal reqular, entonces Ly es modelo de ZF ™.
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Demostracion. Como Ly es transitivo, entonces es modelo de extensionalidad y funda-
cion.

Existencia. Como x > w, entonces Ly € Ly, es decir @ € L.

Par. Sean a,b € Lx como « es limite entonces existe oy < x tal que a,b € L, por lo que
{a,b} ={xe€Ly|lx=aVx=>b} €L, C L.

Unién. Sea x € L, debido aque Ly es transitivo, y = Ux C L, como « es limite se tiene
quey C L, paraun a < k. La formula ¢(vg) = (vg) € v1 A vy € % define a y como
un subconjunto de L, (en L) porlo quey € Def(Ly) = Lyt1 C Ly.

Infinito. Por definicién para x > w, w € L.

Remplazo. Supongamos que Ly = Vx3y¢(x,y). Debemos verificar

L¢ = Vx € ady € bp(x,y)

Es decir debemos ver que b € Li. Sea x € a, por hipétesis existe y € Ly tal
que ¢(x,y), recordemos que L y cada estrato se ha bien ordenado, por lo que
{y|¢(x,y)} tiene menor elemento, digamos y,.

Por lo que podemos definir b de la siguiente manera:
b= {y«[3x(¢(x,yx) A (@(x,y) =y <L yx))}

Sea B = {rg(yx)|yx € b}, observemos que rg(x) < x, puesto que x € L, entonces
sup(B) < «, utilizando también el hecho de que « es regular, por lo que B C 9/ <
k. Sea v = méax{v/,r¢(a)} por lo que se tiene:

b={z € Ly|Fx(p(x,2) A (Vy € Ly(¢(x,y) = ¥y <L, ¥x)))}

Lo que dice que b € L1, y en consecuencia b € Ly

Definicién 86. a) Un conjunto x C « es cofinal en « si sup(x) = «.

b) ¢f(x) = min{|x| : x C x A x es cofinal en «} es la cofinalidad de .
¢) kesregularsicf(x) =«

d) x essingularsicf(x) <«

Lema 87. Sea x > w un cardinal regular. Entonces x es p.r.cerrado y existe una cantidad
cofinal de ordinales p.r. cerrado que pertenecen a x.



5.2. CONSTRUCCION DE UNA SEMIMORASS EN L. 67

Demostracién. Sean f una funcién y x € x, como L, es modelo de ZF~, es decir en Ly
se cumple el axioma de remplazo, por lo que f(x) € Ly, en particular se cumple para
funciones p.r.lo que quiere decir que L, es p.r. cerrado, y por lo tanto « es p.r. cerrado,
pues L, N On = k.

Por otro lado, sea ay < «, definimos &;;; como el menor « tal que la unién de
todos los rangos de funciones p.r. recursivas restringidas a L,, son un subconjunto L,
Entonces sup;_ , #; < x es p.r. cerrado. [

En analogia con el lema anterior tenemos:

Lema 88. Sea U modelo de ZF~.Entonces existe una cantidad cofinal de ordinales limites p.r.
cerrados.

Demostracién. Sea 1 € U, debido a Lowenheim-Skolem podemos pensar que U/ tiene
cardinalidad regular. Tomando xo = U(yo + 1), (xo) = U, pero U |= ZF~ por lo tanto
(x0) = ZF~,0nN(xg) = 71,y 71 esp.r. cerrado, puessean { < y1y f p.r.,{ € (xp), por
lo que f(C) € (xp), es decir f({) € 1. Ahora tomamos x; = U(y1 +1),0nN(x1) = 72,
repitiendo el mismo argumento 7, es p.r. cerrado, sea y = sup,,. ., vn €s p.I. cerrado,
limite y por su puesto mayor que 7. [

Estamos listos para construir una semi-morass. Desde ahora consideramos un len-
guaje de primer orden £ con un predicado unitario A y el predicado binario &. Se
define la teoria T:

T:=ZFE~ +V =L+ Aregular + A es el cardinal més grande.

Por otro lado, por un (T, x)-modelo de £ se entiende un modelo U = (A, Ay, €y, ...)
tal que |A| = 7,y |Ay| = x. En lo siguiente se trabajara dentro de un modelo U de T.
Sea A= Al la interpretacién de A en U.

Consideremos el conjunto S 4. Debido a que se ha fijado un modelo U/ de T se piensa
que A esregular y es el cardinal mds grande; por el lema 87 existen una cantidad cofinal
de ordinales limites p.r. cerrados dentro de U/.

Sea ¢ un conjunto de pares ordenados (a,v) talquea < v <a™,a < Ay

L, = (« es el mayor cardinal A « es regular) A Ve < v 3y < v(e < vAn es p.r. cerrado)

Naturalmente formamos

SO={ac A+1|3v[(a,v) €¢]}

St = {v[3a[(w,v) € c]}

S=5%us!

So = {v € SY(a,v) € ¢} parawa € S°.

o, =El tnico ordinal a € S tal que («,v) € ¢ parav € S?

Observacion 89. «, estd bien definida pues si («,v) € ¢y ocurriera (B,v) € gcon B # «
se tendria en particular que L, |= « es el mayor cardinal y L, |= B es el mayor cardinal,
lo cual es una contradiccién.
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Definimos la relacién <1 como

v<v: <> Existe: Lg, < Lg, tal que
crit(m) =ap A ag <ay A
n(v)=v AN m(ag) =ay

donde B, := Elmenor > v tal que Lg |= |[v| < ay B es p.r. cerrado.
By estd bien definido para v € S,. Finalmente 7y, : Ly — L, con 7ty 1=

at 7t | Ly Se verifica que ¢ y < determinan una Semimorass.
Primero se probarad que los encajes 71y, definidos anteriormente son tni-
cos.
Bv Lema 90. Los encajes 71y, definidos anteriormente son 1inicos.
v Demostracién. Se define

X := El conjunto de todos los y € Lg, tales que y es Lg,—definible utili-
zando parametros en {v, a, } U &,

X < Lg,, puessilLg, = Jyp(y,a) cona € X, es decir existeun b € Lg,, tal
que Lg, = ¢(b,a), sin embargo b es definible mediante la siguiente férmula:
9(0,0) = p(0,w) A¥o(z Tt 0 — —9(z,1)).

Entonces por el lema de condensacién X es €-isomorfa a un nivel menor o igual que
Lg, de la Ly-jerarquia. Mds atin afirmamos:

X =Ly,

Primero observemos que, por definicion de X < L g, Se tiene en Lg, :

BA w0 ),
. sobre

como X es subestructura de Lg,, existe un elemento f de X tal que f : &y — v
Por lo tanto para esta f se tiene dom(f) = a, C X y finalmente v =ran(f) C X.

Sea 7y : Ly <+ X el colapso de X con ¥ < B. Se ha mostrado que v es un subconjunto
de X y de esta forma -y restingida a v + 1 es la identidad. También se tiene que y es p.r.
cerradoy Ly |= |v| < &y, por ser minimo B, tal que cumple estas propiedades se tiene
que 7y y por nuestra construccién se tiene X = Lg,, lo que prueba la afirmacion.

Por la afirmacién todo elemento de Lg, es definible tomando pardmetros en {v, a; } U
ay, sin embargo estos son fijos por 77 : Lg, — Lg,, y se tiene 71 es el inico posible, y de
esta forma 7y, = 7 | Ly, lo que prueba el lema.

U

Definicién 91. Un érbol es un conjunto parcialmente ordenado (T, <t) tal que para
todot € T, el conjunto f = {s € T|s <r t} estd bien ordenado. Asi que podemos
considerar a los drboles como una generalizacién de los naturales.

La altura Alt(t) deten (T, <7) es el tipo ordinal de . El nivel a de T es el conjunto
To = {t € T: Alt(t) = a}. La altura Alt(T) es min{a : T, = O}.
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Lema 92. <1 Es un drbol

Demostracién. < es antisimétrica, es decir Va,b € A a < b entonces b <4, esto pasa por
definicién.

< es transitiva, es decir Va,b,c € A,a<byb<ic = a<c:

Supongamos que v; <1, y V2 < v3, por transitividad de los ordinales se tiene primero
que v; < V3. Sea 7T := 71p 0 717.

ﬁ(avl) = 70270 (“Vl) = ﬂZ(“Vz) = Ky

nt(1p) = myom(v1) = ma(12) = V3, Y 7T es encaje ya que es composicién de encajes.

Por otra parte, considerando el conjunto P de predecesores de un elemento p del
arbol, entonces (P, <), esta bien fundado, pues sea p = {s € S : s < p}, supongamos
que este conjunto no esta bien fundado, es decir existe una cadena infinita:

<83 <5y <51 < 85

Sin embargo si esto ocurriera se tendria la cadena:

elag < ap < wp < K

Lo cudl es una contradiccion.
Para ver que p es linealmente ordenado por <, se demostrard que si <1y v/ <v,
entonces 7 <1v' o v < 7.
= / : : . /.
Sea v <vy v' <v. Considerando los encajes 7 : Lg, — Lg,, ' : Lg , — Lg,, dada

la definicién 7ty := 7 | Ly y 7y 1= 7' | L, entonces tenemos por construcciéon lo
siguiente:
rng(mr) = Lamenor X < Lg, tal que AN X es transitivoy ay = ANX
rng(m’) = Lamenor X' < Lg, tal que AN X' es transitivoy a,y = AN X'

Sin pérdida de generalidad, sea &y < a,/, entonces X C X'. De esta forma 77/~ o 77 :

Lg, — Lg, es un encaje elemental con las propiedades necesarias y finalmente tenemos
(7'[’_1 o) | Ly = 7y, debido a la unicidad de 7y, por lo que 7 < v.
[l

Ahora se veré (71,,|v < T) es un sistema conmutativo de funciones, es decir se ve-
rificard que 7y, © 7Tyr = 7Tyy. Se sabe v 4T, T < 7, por lo tanto v <1, lo que asegura
que existen 7t : Lg, — Lgg, " : Lgr — Lg, y 70 : Lg, — Lg, que cumplen los reque-
rimientos establecidos y 7ty = 7’ | Ly, ¢y = 7’ | Ly, y 7y = 7 | L. Se observa
Ttyy © Ty @ Ly — L.

Sea x € wy, "ot (x) = (' (x)) = 7’(x) por definicién 7" (x) = x ya
&, < ag, por lo tanto crit(7r) = w,. Claramente &, < a,, y por altimo 7t” o 7/ (v
" (7' (v)) = 7" (7), por lo tanto 7ty © Ty = TTys.

que
) =

Observacién 93. Paraa < A, sean ¢, v € S, donde € < v. entonces B < v.
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Demostracién. Sean a, e y v como arriba. Entonces por definicién, a es el cardinal mas
grande en L, y de esta forma se tiene trivialmente:

L, E le] < a.

Sin embargo esto pasa para cualquier ordinal ¢’ € v, que contenga tanto a « como a
e es decir Ly = |e] < a.

Por lo que somos capaces de encontrar para € un # < v p.r cerrado pues v es limite
de ordinales p.r cerrados, tal que L, = |¢| < a, y esta es justo la condicion que debe
satisfcer B; y finalmente apelando a la minimalidad de B¢ se tiene p <7 < v. O

Ahora nos cercioraremos de que M definida con <, cumple los seis axiomas de ser
una semimorass.

Demostracion. MO. a) Seav =sup(Sy) = | J p. Por hipétesis cada p € S, satisface:

UES,

L, = « (es el cardinal mas grande) A(« es regular) A(Ve < vdy < v(e <

v A1) es p.r. cerrado).

Supongamos que en L, « no es cardinal, quiere decir:

L, = 3f3B < a(f es una funcién biyectiva Af : « — B, por definicién de v

tendriamos, para algtn p € S,:

Ly, = 3f3B < a(f es una funcién biyectiva Af : &« — B, para alguna y € S,,

lo cudl es una contradiccion.

Lo mismo ocurre si suponemos que:

L, = 3B(B es cardinal AB > a. Otra vez debido a que v es el supremo se
tiene:

L, = 3B(P es cardinal AB > «, para alguna i € Sy, lo cudl es una contradic-
cién.

El mismo razonamiento ocurre para verificar que « es regular en L,, supon-
gamos que & es singular, entonces existiria una familia de subconjuntos de
a de cardinalidad v < « tal que | J A; = « con |A;| < a paratodai € v,

i€y

pero nuevamente esta familia por definicién de v, perteneceria a un L, con
1 € Sy, lo que lleva a una contradiccién.

Para finalizar falta ver que v es limite de ordinales p.r. cerrados. Sea € < v,
entonces € € y, para algtn y € S,, por lo que existe un 7 € p y por tanto en
v tal que 7 es p.r. cerrado.

b) Primero probemos que sup(S4) es no acotado: Podemos pensar que U tiene
cardinalidad regular, por el teorema de Lowenheim-Skolem, lo que debemos
probar es Vy3f € S4 con { > . Sea v € U, tomando x = U(y + 1), cons-
truimos (x) < U |= ZFC~, se observa que la cardinalidad de (x) es estricta-
mente menor a la de U/ y debido al lema de Mostowski que (x) es transitivo
On N (x) = ¢, donde { es p.r. cerrado pues si {' < , se sigue que {’ € (x),
porlo que f({') € (x) para cualquier funcion en particular para las primitivo
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recursivas, ademads ( resulta ser un ordinal limite, ya que si fuera sucesor es
decirsi{ =n+1,7 € (x) = ZFC™ tendriamos que 7 + 1,7 +2--- € (x), lo
cudl es una contradiccion.

Por otro lado como (x) < U, se tiene que (x) = ( | ] La).Siy € (x) entonces

xcOn
y € Lycona € (x),porloquea < {,y € L;.Siy € Ly, entonces y € Ly,

con {p < {, sin embargo existe « > (o tal que & € (x), por lo tanto y €
(x), concluyendo que (x) = L;, por lo que L; |= (A es el mayor ordinal A
A esregular) A V¢ < Adny < A(¢ < i es p.r. cerrado) }.

Ahora vedamos que A = sup(S” N A), para esto basta demostrar que {a <
A|Sy # @} es estacionario en A: ya que S, es no vacio en particular, S es
no vacio por lo que se puede fijar un v € S, arbitrario. Se definen simulta-
neamente dos sucesiones (as|¢ < A) y (X¢z|d < A):

Kg 1= Xér NA
Xp :=lamenor X < Lg, donde X N A es transitivo,,

Xzy1 := lamenor X < Lg, donde Xz N A es transitivoy az € X,v € X, A €
X

X = U{Xy|x < A} para ordinales limite A.

Aqui, por “el menor submodelo (elemental)"se entiende que es un submode-
lo minimo respecto a la relacién inclusién. Directamente de la definicién se
tiene ) = sup;_ ) a¢.

Ahora para cada § < A sea 7t : Lg) <> X el colapso de Mostowski. Por
constuccién 7t(ay) = A. Mds atin, 77 es un encaje elemental de Lgs) dentro
de Lg, pues 7t : Lgg) <> Xz = Lg,. Sea v(§) € Ly tal que m(v(3)) = v
entonces sucede v(€) € Sy, pues:

Lg, F (Lr(()) E 7(az) es el cardinal mas grande , por lo que
Xz11 E (L)) E ag es el cardinal mas grande .

Hasta aqui se ha mostrado {az|x < A} C {a < A|S, # D}, lo que sigue es
verificar que {az|¢ < A} es un club.

i.) Es no acotado: Por induccién se prueba vy < a.Siy =0, a9 = Xo N A >
@. Supongamos que ¥y < &,, y como &, € X,i1, pues y € X,41, se
cumple y + 1 € a4 1. Ahora, si 7y es limite a, = supy < ay > sup, ., X-

i) Es cerrado se sigue de &y = sup, ., &y
MI1. Siv <7, entonces: 7y [ &y = id | ay, myr(0y) = ay, Ty (V) = T, Tyr[Sa,] C Sa,
por definicién.
a) Se nombra:
$1(x) = x es el mayor cardinal.
$2(x) = x es regular
$3 = V¢ <van <v(¢ <1y Ay esp.r. cerrado)
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P(x) = P1 A2 A P3

a) Sean 7y es el menor elemento de S,,, y v > 7, entonces:
Ly b= ¢ (ay) AV < y=¢pe(a)
Como 7t(v) = T se tiene:
Le b= ¢ () A ()~ (az).
b) Seay < v, tal que L, = ¢"#(x) AVy € On(B > 1) por lo que:
L, |= gL (x) AV € On(7p > 7).
c) Seay < v, talque Ly |= Ly = Ug, Lg AV(B < v(¢™#)). Por lo tanto se tiene:
L) E Ly = U n(y Lg A V(B < 7(7)(9"7))

Proponemos 7t* = 7t | Lg,.
Como v = 7z (v) = 7 | T(v), por lo que w* (V) = v, y crit(m*) = az = ayp.

Ahora veamos que 7t : Lg, < Lg,, esto se debe a que 7 : Lg. < Lg, y que
71(7) = v; utilizando la observacién 2 se tiene By < Bz, ¥y Bv < B,y sea

¢(x,a5,7) = Ly = ay es el mayor cardinal A ay es regular

NG <73y < 7(¢ <y A1) p.r. cerrado

Entonces:
Lg. F ¢(x,a9,7)
Lg. F ¢(x,a0,v)

Por lo tanto 7" = Lg, < Lg,. Solo falta ver que 7tpy = 71 [ v: 7tz [ 7 = (t [ Le) |
Ly,peroLy; C Lz, 7tzr [V = 7T [V = TTpy.

Sean T € S, y & < ar un ordinal limite tal que el conjunto {a,|v < T A, < &}
es acotado en &. Tenemos que mostrar que hay un v < 7 tal que &, = &. Para esto
formamos la siguiente sucesion: { Ly, },,«r. Tomamos Uy, 4Ly, la cual es igual a L,
para algun v < 7, y sup{v;|v; < T} = v. Puesto que para cada v se tiene:

Ly, = ; es el cardinal mas grande y «; regular, es decir se tiene:
Ly, |= 3x(x es el cardinal mds grande y x es regular).

Entonces, debido a que L., es superestuctura elemental de cada Lﬁvvse sabe: L, =

Jx(x es el cardinal mds grande y x es regular). Llamémosle « al cardinal mds
grande con a regular en L,, ademds a > «,, para toda «,,. Observemos que y = B,
pues 7 es p.r.,, ya que es la uniéon de p.r., L, = « es el cardinal més grande con
« regular, y apelando al hecho de que cada L,, |= |v;| < a;, en cada L,, tenemos
una funcién f,, biyectiva de v; a «;, definimos para x € v de la siguiente manera
f(x) = fy(x),si x € v;ysix € vjentonces v; > v;, la cudl es biyectiva y por lo
tanto L, = |v| < a.
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M4.

Falta cercioranos de que v <t . Como v; <I T, entonces existe un encaje elemental

m; : Lg, — Lg,. Definimos 7t : Lg, — Lg, de la siguiente manera 7r(x) = 7r;(x)
1

si x € Lg,, esta funcién estd bien definida, pues T, . = T [ Ly y (niViT|vi 47T)

forma un sistema conmutativo de funciones. Ahora veamos que 7t es un encaje

de Lg, a Lg.. Supongamos:

L. = 3y¢(y,a) cona € Lg,, entonces a € Lg, para algina v; < 7, por lo tanto:
Lg,. = 3y¢(y,a), lo que quiere decir que:
Lg, = Jyp(y,a) cona € Lg, .

Por construccion crit(7r) = «y,, y como cada x;, < &g, tenemos que a, < &g, Si
«y = a¢ entonces, existiria algan vy, tal que &y, = a, lo cudl es una contradiccion,
por lo que a, es estrictamente menor que ar. Como 7 es un encaje elemental se
sabe que 71(Uy,qrtty,) = Uy, a7 (7(ay,)) = a¢, andlogamente para verificar 71(v) =
T.

Basta probar que paraa < A, ¢, v € S, donde € < v, entonces sup{|¢ <e} = a.
Supongamos que & < ¢; el modelo L, piensa que & = a, es el cardinal mds grande
y Lg piensa lo mismo con a; < a ya que estan relacionados. Por lo tanto, g no
puede ser mayor que « ya que L¢ es un subconjunto de L.

Por otro lado, trabajando en L, sea v < a. Debemos encontrar &€ < a talque y < &
yEle.

Trabajando en L,, formamos la siguiente sucesion:

Xo = yU{e}

Xi41 =Lamenor X’ < Lg, tal que U(X;Na) C Xy XoNa € X’

X = UjcwX;

Entonces X es la menor X < Lg, tal que yU {e} C X'y X N« es transitivo.

Sin embargo, « se ve como un cardinal regular en L,, ya que v € S,, por lo tanto
la cardinalidad de X es estrictamente menor que a en este modelo.

Considerando el colapso ¢ : Lg <> X'y sabiendo o(a) = a para el punto critico &
del encaje ¢. La funcién colapso ¢ es un elemento de L, debido a que el colapso
es p.ry v es limite de ordinales p.r. cerrados.

Sea € tal que 0 (€) = ¢, entonces se afirma que & € S;.

Para probar esto debemos recurrir a las propiedades de la definicién de S;. Como
« es estrictamente menor que € ya que € € Sy, se tiene que & < £ Como ¢ es limite
de ordinales cerrado, p.r., también lo es £ de igual manera como L, = « es el
cardinal mas grande y a es regular, ya que o es elemental se tiene L, () = o(a) es
el cardinal més grande y « es regular.

Si £ < B, entonces ¢ es estrictamente menor que &, lo que prueba la afirmacion.
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Por construccién tenemos que y < & < &, y para el encaje elemental o : Lg — Lg,

se tiene que B = Bz y & = Bae, entonces por la unicidad de los encajes elementales
se tiene que ¢ | L = 7te, por lo que € < e.

M5. Es suficiente probar que si {«a,|v < 7} es no acotado en a,, entonces

L = U mtyr” Ly

vt

Debido a que {a,|v < T} es no acotado en 7, T es un ordinal limite. Sea x € L,
entonces x € L, para algtin # € 7. Por otro lado como L; |= («: es el cardinal
maés grande) y 77 < T existe una funcién sobre f : ar — Ly, por lo que x = f({),
paraun ¢ € ar, como {a,|v < T} es no acotado en 7, existe un v tal que ¢ € v. Por
hipétesis 71, (x) = x lo que muestra Ly C Uy q¢7y"Ly.

Para la otra contencién probaremos que 77,”L, C L parav < T.Sea v < T, obser-
vemos que L, C L, para algtin 77 < T ya que {a,|v < T} es no acotado, y como <
es un arbol, se tiene que v <77, v < &y, por lo que

n]/’l",, g L”-
]

Definicién 94. Sea A un cardinal, la sucesion (S,|a < A), la relacién < con la sucesion
(119, |V <t v) de encajes definidos anteriormente. Entonces llamamos a la estructura:

M := (B, A, (Sala < A), <, (1|7 < V))

la semi A-morass con el universo B tal que A C B COn.

5.3. El principio <.

Ahora es el turno de una aplicacién. Estrechamente relacionado con el concepto de
conjunto estacionario aparece el principio combinatorio <) debido a Jensen.

En esta seccién se demostrara que la semimorass implica el axioma del diamante <,
aunque realmente se probara algo mas fuerte, que la semimorass implica el principio
&, otro principio combinatorio que generaliza el principio <); para poder enteder <,
necesitamos hablar un poco de lenguajes de orden superior.

En general los lenguajes de orden superior tienen variables del tipo finito (u orden);
la idea es que si D es el universo de una estructura, las variables de tipo 1, son las
variables usuales variables de primer orden, las variable de tipo 2 son cuantificables
sobre Pot(D), y en general, las variables de tipo i + 1 son cuantificables sobre Pot!(D)
donde Pot' denota i-iteraciones de la operacion potencia de un conjunto. Una férmula
es II}} siy s6lo si comienza con un bloque de cuantificadores universales de variables
de orden m + 1, seguido de un bloque de cuantificadores existenciales de variables
de orden m + 1, y asi sucesivamente con a lo més n bloques en total, seguido de una
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férmula que contiene variables de orden m + 1, y variables cuantificadas de orden a lo
mas m.

En analogia con las férmulas IT]} tenemos las férmulas X} sin embargo estas em-
piezan con un bloque de cuantificadores existenciales.

Regresemos al principio <), tal como fue formulado por Jensen, <) afirma la exis-
tencia de una sucesion (Su|a < wq) tal que Sy C a y siempre que X C wy, existe un
conjunto estacionario E tal que:

n € E— XNa=3S5,

Podemos generalizar este principio a cualquier cardinal x, es decir el principio >«
afirma la existencia de una sucesién (S,|a < ) tal que S, C a y siempre que X C «,
existe un conjunto estacionario E tal que:

Se probara que la semimorass implica el principio {«, pero como ya se dijo se ha-
rd de una forma indirecta, se mostrard que la semimorass implica un principio com-
binatorio mds general que el principio {x. Definamos antes algunos otros principios
combinatorios.

1 Existe una sucesion (Sy|a < «) tal que Sp C P(a) y |Sa| < |a] + N para cada a < x,
y siempre X C «x entonces {a € x| X Na € S,} es estacionario.

¢ Existe una sucesion (Syja < ) tal que Sy C P(a) y |Su| << |a] + Xy para cada
a < x,y siempre X C x entonces existe un club C C « tal que Va € C se tiene
XNa,BNa €8,.

&L Existe una sucesion (Ny|o < x) tal que:

i) |Ny| < |a| + Rg tiene cardinalidad x, N, transitivo, p.r. cerrado y contiene a «.
ii) Si X C xexisteunclub C C x, talquesia € C — XNa,CNa € N,.

iii) (NyJa < «x) es I1}-reflejante para n € x, esto es, siempre que ¢ es un IT}-
enunciado verdadero en una estructura (x, €, (A;);cx) entonces existe un a <
kT tal que:

N, |= ¢ es verdaderoen (w, €, (A | &)jcw)-

Observacion 95. Oﬁ — OiF, pues la sucesion <>,ﬁ( también es una sucesion ;.

Observacién 96. {7 — <, Supongamos que (S,|a < k) es una sucesion {;, entonces
Se C |a] + N para cada Rp; s6lo falta mostrar que {a € k|X Na € S, } = W es estacio-
nario. Sea D un club; como W es una sucesion <;", existe un club C, tal que sia € C,
entonces X Ua € S,. Ya que D y C son clubes entonces CN D # @, por lo que sea
a € DNC.Sesigue que X Na € Sy, es decir « € W, de donde se sigue que WN D # @,
esto es, W es estacionario.
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Lema 97. Si A < c¢f(x) y U{X, : v < A} es estacionario en x, existe v < A tal que X, es
estacionario en K.

Demostracién. Si no fuese cierta la afirmacién, entonces para cada v existe un club C,
con C, N X, = @. Pero entonces N,-,C, N (U, Xy) = @; como la interseccion de
menos que c¢f(x) clubes es un club, es una contradiccién al hecho de que U, X, es
estacionario. ]

Definicién 98. Si A es un ordinal limite y 0 ¢ A C A, una funcién f : A — A es
regresivasi (Vo € A)(f(a) < ).

Teorema 99. Fodor. Sea x un cardinal no numerable reqular y 0 ¢ E C «x estacionario en x. Si
f : E — « es regresiva, entonces para algiin B € «, {a € E|f(x) = B} es estacionario en .

Demostracion. E es la unién diagonal de los Ay, = {B € E : f(B) = a}. Ya que E es
estacionario, algunos de los conjuntos A, es estacionario. O

Lema 100. (Jensen) {y+ y 'y son equivalentes.

Demostracion. a){+ — O Sea (Sy|la < k™) que satisface {,+, entonces ({Sq}|a <
k) satisface !, ; como S, C « se tiene {Sy} C P(a), claramente [{S,}| < Ry por
ultimo si X C «™ entonces {a € x*|XNa € {S,}} es estacionario.

b) Reciprocamente supongamos ¢! ,, es decir suponemos que existe una sucesién
(Sala < x*) que cumple sus propiedades. Empecemos por construir una )’ . -sucesion
en k X k. Esto es definir una sucesién (Ty|a < k) tal que T, es un subconjunto de
Pot(a x x) con cardinalidad menor que |a| + Ry y para cada conjunto X C x* x x T, el
conjunto

{a e x| XN(axx) e Ty}
es estacionario en k.
Para este fin, escogemos una biyeccion
ikt ekt xx

para todo a < x limite se tiene:

(la):aeaxk

Para esto usamos el hecho de que cudlquier ordinal v > 0 se puede expresar de la
siguiente manera:

T=K-B+p.
Con p < x y tnico.
para cada y € k™ podemos poner

j(r) = (B,p)

Para cada « < ™, definimos
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T {i"v|v € S¢} silim(a),
L ! en otro caso

(Tyle < k™) tiene las propiedades deseadas pues cada T, es un subconjunto de
Pot(a x x) de cardinalidad menor que |a| + Ry . Sea X C k' x k™, el conjunto {a €
kT|X N (a x k) € Ty} es estacionario en k.

Sea (Ty(n)|n < x), una enumeracién para T, y cada a < «.

Afirmacién 1. Para cada X C (x*)? existe un n(X) tal que {a € xF|XNa? =
Ta(n(X))} es estacionario.

Sea X C (xT)%. Pongamos E = {a € x"|a} un subconjunto estacionario de « . Se
define f : E — w por f(a) = el menor 1 tal que X Na? = T, (n), porloque f : E — w
es regresiva y podemos aplicar el teorema de Fodor, el cudl nos garantiza la existencia
de un entero n y un conjunto estacionario H C E tal que « € H — f(a) = n. Entonces
n confirma la afirmacion.

Afirmacién 2. Existe un n < x tal que para toda X C x* existe Y C (x)? tal que
X =Y"{n}y{a €x|YNa? = T,y(n)} es estacionario.

Supongamos que no. Para cada n < « existe X,, C « tal que siempre Y C (x7)?,
X, = Y'{n} = [YNa? = T, = T,(n) es no estacionario. Definimos Y C x> por
Y"{n} = X, para cada n < x. Entonces para toda n < x, se tiene {x € x"|Y Na? =
Tx(n)} es no estacionario, contradiciendo la afirmacién 1, por lo que la afirmacién 2
estd probada.

Con las 2 afirmaciones ahora el lema es facil de probar. Tomando a n como en la
afirmacion 2, para cada a < k', pongamos S, = T,(n)"{n}. Entonces S, C «a,si X C
kt, {a € k7| XNa = S} es estacionario por (por afirmacion 2). Por lo tanto (Sq|a <
w1) satisface . Esto prueba que ¢’ — <.

U

Corolario 101. OL — Ot

Sea S la clase de todos los ordinales tales que 7y € SsiL, esmodelode ZF~,y St la
clase de los puntos limites de S. A partir de este momento denotamos por:
A, = {ay|v<v} parav € S' B, = {#|7 <v} parav € S.

Lema102. Seave SL,v<t,71€S°US — A,,B, € L+.

Demostracién. Como v € S!, existe un & que en particular cumple L, |= (« es el cardinal
mas grande); ya que v < T, sabemos que & < Ty, mds atin, por definicién de < se tiene
que ay < v para toda 7 <v, por lo que A, C v, por corolario 46, se tiene que A, € L, 1,
y como v + 1 < 7 deducimos que A, € L.

Ahora supongamos que T € S!, entonces existe « con Lr = (« es el cardinal mds
grande). Como v < T, por definicién de < se tiene ay < w,, es decir A, C v, y otra
vez por el corolario 46 tenemos que A, € L,;1, y como v < T, entonces v+ 1 < 7. Por
consiguiente, A, € L.

En forma analoga se prueba B, € L-. O
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Ahora mostraremos que hay una Oi;sucesién contenida en la semimorass.

Sea o < k. Pongamos J(a) = max(S, U {a + 1}) si a no es un punto limite en «, y
5(a) = min(S° — (a + 1)) en otro caso.

Por el lema anterior si v € S, entonces A, € N,.

Definimos Ny = L;(,) comprobemos que 6(«) € S% U S!. Supongamos que 6(a) =
max(S, U {a +1}) entonces 6(a) = a +1 € SL.Sid(a) = vy vy € Sy, entonces (a,7) €
St. Por lo tanto, ¢ € S°.

Ahora supongamos que 6(a) = min(S® — (a + 1)), entonces 5(a) € S°.

Lema 103. (Ly(,|a < x™) satisface OF
Demostracion. Tenemos que verificar (i)-(iii) en la definicién Ot

i) Es obvio pues L, es de cardinalidad menor que a + R pues L) = [5(a)|. Ls(y)
es transitivo dado que la jerarquia construible lo es, y por tltimo como a < J(a),
se tiene & € L.

ii) Sea v € S+ tal que X C L,, entonces por corolario 46 x € vT, y por axioma de la
semimorass existe una 7 tal que X €rang 7,. Entonces A, — ay es un club, puesto
que A, es un club. Supongamos que & € (A, — ay). Como 7, (y) = X, entonces
y € a. Veamos que X Na = y:sea x € X N a, entonces existe un z € y tal que
71(z) = x, pero por definiciéon de la semimorass (crit(7r) = a,,) z = x. Para la otra
contencién tomemos x € y, nuevamente 7y, es la identidad por lo que x € X Na.
Porlo tanto, X N =y € Lpy,). Av — &g € Lg() por el lema 34.

iii) Por ultimo veamos que (L, |¢ < wi) es IT;-reflejante. Sea U = (kT, €, (A;)icw)
dada y sea un I'T}-enunciado el cuél es verdadero en /. Como S+ es un club en
kTt existe algin v € S+ tal que:

L, = (¢ es verdadero en U)

Escogemos 7 <v tal que U €rang 7ty Y ¥ €s un sucesor en <. Como 7ty : Ly — Ly,
tenemos:

Ly = ¢ es verdaderoen U | ay
Pero 7 es sucesor en <. Aqui ¥ = mdx S, y también Ls(, ) = Ly.
0

Debemos notar que en la prueba se utiliz6 fuertemente la contruccion de la semi-
morass, y no solo sus propiedades intrinsecas.

Definiciéon 104. Sea x un cardinal.

1. x es inaccesible débil si k > Ny, x es regular y limite.
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2. x es (fuertemente) inaccesible si k¥ > N es regular y limite fuerte es decir, si A < «,
entonces 2" < «.

Corolario 105. ZF l/(Inaccesible débil)

Supongamos que si, es decir ZF = Jx( tal que «k es inaccesible débil ); sabemos que
ZF F Jz(z = Lg); como « es regular, por resultados anteriores sabemos que Ly es
modelo de ZF~; sin embargo, L, tambiés es modelo del axioma Potencia, puessix € Ly,
como « es limite, se tiene que x € L) con A < «, por el corolario 46, tenemos que
Pot(x) € Ly++,y AT < x, asi Pot(x) € Ly. Esto es una contradiccién con el segundo
teorema de incompletude de Godel pues ZF estaria probando su propia consistencia.

En breve un £, lenguaje es formulado como sigue. Procediendo como en el len-
guaje de primer orden, primero se especifican los simbolos no légicos: predicados (fini-
tos), funciones y constantes. Este lenguaje permite y variables donde v = max({A, u}).
La regla usual para establecer conjunciones es generalizada para conjunciones Ag,
y disyunciones V¢, de a férmulas para « < A y cuantificadores universales Vz_g y
cuantificadores existenciales 3z g de f variables para cualquier f < u. Finalmente, una
férmula es una expresién generada con menos que y variables libres. Las estructuras
que interpretan el lenguje se definen como en el caso de lenguajes de primer orden y la
relacion de satisfaccion es la de lenguajes de primer orden extendida para incorporar
los nuevos conectivos infinitos y cuantificadores.

Una colleccion de £, enunciados es satisfacible si y solo si tiene un modelo que
interprete las conjunciones, disyunciones y cuantificaciones infinitas; y es v-satisfacible
si y s6lo si todas las subcolecciones de cardinalidad menor que v es satisfacible. Para
K < w.

Definicién 106. x es débilmente compacto si y sélo si para toda coleccion de Ly- enun-
ciados usando a lo més x simbolos no 16gicos, se tiene que si es k-satisfacible, entonces
es satisfacible.

Lema 107. Si x es compacto débil, entonces «x es inaccesible.

Demostracién. Para mostrar que «x es regular, se supone que no, es decir existe X C « es
no acotado, y | X| < x. Entonces podemos agregar simbolos de constantes ¢, para cada
« < K, mas una constante c¢ distinta a todas c y definir:

d={c#aa<xtu{\ Vc=c}

peX a<p

Sea &y un subconjunto propio de @, con |Py| < k. Py es satisfacible pues tenemos
|Pg| < [{c # cala < x}|y débido a que X es no acotado siempre podemos encontrar
unc, ¢ {c # cala < x} tal que ¢, = c. Asi, P es k-satisfacible, y como « es compacto
débil se tiene que @ es satisfacible lo ctal es una contradiccién, pues claramente @ no
puede ser satisfacible.

Para verificar que « es limite fuerte, supongamos lo contrario, es decir que existe un
A < x tal que x < 2*. Entonces podemos afiadir al lenguaje tres tipos de constantes c,
y di, paraa < Ay i < 2, u conformar el conjunto de enunciados
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¥ = {Allca=ddVer=d) ndd #di ULV (e # dl™)If €' 2}.

a<A <A

que es no satisfacible, pues toda interpretaciéon de (c,|a < A) corresponde a una
funcién g : A — 2 definida de la siguiente manera:

g(zx)—{ 1 sicy =d}

Sin embargo ¥ es k-satisfacible, pues sea ¥y C ¥y [¥| < x < 2*; sin pérdida de
generalidad supongamos que {A\,<,[(cx = d)V ey = d)) AdY # dl]} C ¥. Como

|Fo| < x, existe un P € {V,r(ca # dﬁ(“)|f €* 2)} tal que ¢ ¢ Yo, por lo que i define
una funcién f* : A — 2,y ésta le asigna una interpretacion a (cyJa < A) como sigue:
co = dYsi f*(a) = 0ycy = dlsi f*(a) = 1, mostrando asi que es ¥; es satisfacible,
de donde se sigue que ¥ es k-satisfacible, lo que junto con la hipétesis de que x es
compacto débil da lugara auna contradiccién.

O

Teorema 108. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para x > w:

a) «x es compacto débil.

b) « es inaccesible y tiene la propiedad drbol.

o) x — (x)} paratodon < wy A <«

d) x — (x)3

Demostracion. Vease [Kan03]. H

Definicién 109. Para una clase X de ordinales, una sucesion (A, |a € X), tal que A, C «
para toda « € X, es coherente si para todo a, f € X, cona < 8, se cumple Ay = AgNa.

Inefabilidad es un propiedad de gran cardinal que fortalece compacidad débil. De-
cimos que x es inefable si es un cardinal no numerable y regular, y siempre que f :
(k]2 — 2, existe un conjunto estacionario X C « tal que |f”[X]?| = 1. Donde

[x]7 = {y C x|y es del tipo ordinal ~y }

De esta definicién y por el teorema 108, se sigue que todo cardinal inefable es débil
compacto. El reciproco no necesariamente es cierto.

Teorema 110. Sea x > w regular, entonces « es inefable si y slo si para toda sucesion (Ay|a <
k) tal que Ay C a, existe un subconjunto estacionario X de x tal que la subsucesion (Aq|a € X)
es coherente.
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Demostracion. Sea (Ay|a < x) dada con Ay C « para toda & < k. Para cada « < x, sea
fa 1 @ — 2 la funcién caracteristica de A,. Si podemos encontrar una funcién f : x — 2
tal que:

{acxlf [ a= fuf,

entonces tomamos a A como f {1}, y habriamos terminado. Con este fin sea < el
orden lexicografico sobre el cojunto { fu|a < x}. Definimos & : []> — 2 por:

h({a,B}) = 0siysolofy > fg(a < B < k)
Por hipétesis existe un conjunto estacionario X C « tal que |1”[X]| = 1. Suponga-
mos que h”[X]> = {0} (el otro caso es similar). Asia, f € Xy a < pimplica f, > fg.
Para cada v < «, sea ay el menor elemento de X tal quea, > vy

(VBeX)(B=ay— fplv=fo [V)

Por la eleccién de X esto siempre es posible. Sea

C={rexlW)v<y—=a,<7)}

por lo que el conjunto

Y =XNCN{v € «|v es limite}

es estacionario en k. Ahora si v es limite se tiene sup, ., &y < &y Ademassiv € Y
tenemos &, = v, por lo que & € Y implica (VB € Y)(B > « — fg [ « = f,). Definimos
f:x — 2por

f:Uf,x.

aeX

Como Y C {a € k|f | « = fa} se obtiene lo que se queria.
Para la otra implicacién sea f : []> — 2 dada. Para a < «, definimos f, : « — 2 por

fuv) = f({v,a}) (v <a).

Por hipétesis de induccién existe una funcion f : « tal que X = {a € «|fy = f | a}
es estacionario en « (consideramos los conjuntos A, C « para la cudl f, es la funcién
caracteristica). Como f es regresiva sobre X, por el teorema de Fodor existe un conjunto
estacionario Y C X yunenteroi € 2talquea € Y — f(a) =i. Parav,a € Y, v < a,
tenemos

flv,a}) =fuv) = (fla)(v) =7 =i
Por lo tanto | f"[Y]]? = 1.

Lema 111. Si x = A+, { implica que 2* = A ™.
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Demostracion. Sea {Wy : a € x} una {,-sucesion. Para todo X C A existe un conjunto
estacionario E de x tal que si « € E entonces X Na = W,, por lo tanto existe un a > A
tal que X Na = W = a, pero en ese caso X = X M «; sin embargo esto ocurre para cada
subconjunto de A. Asi, la cardinalidad de Pot(A) = 2* es menor o igual que k = A*. La
otra contencion simpre es cierta. O

Hemos demostrado que si A = k™, entonces la existencia de una (A, 1)-semimorass
implica ¢ . Por lo anterior, ningtin cardinal sucesor puede ser inefable. Adicionalmente
contamos con los siguientes resultados.

Teorema 112. Si <>,ﬁ<, entonces existe un x-drbol Kurepa el cudl no es k-subdrbol Aronszajn.
Demostracion. Vease [Dev82]. H
Teorema 113. Si x es inefable, no existe un x-drbol Kurepa.

Demostracion. Vease [Dev82]. H

Supongamos que « es un cardinal inefable y oL es vélido, pues debido al teorema
114, como « es inefable, no existe un x-arbol Kurepa, pero usando el teorma 113 y que

<>,ﬁc existe un x-drbol kurepa, lo cudl es una contradiccién.

Por lo tanto, decir que (L, |a < x™*) satisface <>7ﬁc+ y en consecuencia <+, No pro-
duce contradicciones.

5.4. Comentarios finales

Hemos construido una semimorass en L sin recurrir a la teoria de estructura fina.
Este aparato nos permitié demostrar que en L existe una sucesién (*. En este punto es
importante preguntarnos sobre la independencia de la existencia de la semimoras con
ZFE.

Definamos es enunciado (para x regular):

ES(x) = Existe una (x, 1) — semimorass.

Primero supongamos que « es sucesor, digamos x = u*. Entonces ES(x implica
2 = kT y es conocido que existen modelos de ZFE que no satisfacen esta afirmacién,
por lo que
Con(ZFE) = Con(ZFE + —ES(x)).

Dado que en en L se cumple ES(k), podemos decir que
Con(ZFE) = Con(ZFE + ES(x),

lo que da lugar a la independencia de ES(x de ZFE, en el caso « sucesor.
Si x es limite, se sigue cumpliendo

Con(ZFE) = Con(ZFE + ES(x)),
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Por otro lado, en este caso x es inaccesible débil, y en la tesis [Ra00] se construye un
modelo 2 de ZFE que satisface

A= (xF,x) A (AT, A).
En [Vill06] se demuestra que
ES(x) = (AT, A) = (xT,x),

de donde se deduce que la estructura 2 recién mencionada no puede ser modelo de
ES(x). Esto comprueba la independencia de ES(x) de ZFE también en el caso x limite.
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